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Chapitre |

Geénéralités sur les fonctions

.1 Généralilités sur les fonctions

vers . De telles fonctions sont déterminées par leur en-
aun élément x associe son image par la fonction.

On ne traitera ici que de fonctions d'une partie de
semble de départ (parfois implicite) et par le mécanisme qui

1.1.1 Egalité de deux fonctions
Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de la dé n ition d'une fonction numérique a variable réelle.

THEOREME I.1.1

Soit f et g deux fonctions d'ensembles de dé nitions respectifs D
Les fonctions f et g sont égales si, et seulement si :

Ds AEDg et, pour tout x2Dg, f(x)Ag(X).

Remarque En particulier deux fonctions sont égales si, et seulement s i, leurs représentations graphiques relativement
a un repére donné sont confondues.
f etg dé nies par les expressions ci-dessous sont égales.

Exercice I.1.1. Démontrer que les fonctions

; szAs " e L
(x) A2 e g(x) /&2 Az
Solution
1. Pourtoutréel x, f (x) etg(x) ne sontdé nis que lorsque x, i 2, onendéduitque f etg ontle méme ensemble de
dé nition : \{i 2}.
2. Pourtout x2 \{j2},ona:
2xA3 2(xA2)j 1 1
f(x) &£ FE A2 AEg(X).
() xA2 xA2 ' xA2 9(x)

Donc : f Ag.

I.1.2 Opérations sur les fonctions

f et g sont deux fonctions ayant le méme ensemble de dé nition D.

Opération | Notation | Fonction dé nie, pourtout x 2D, par :
Produit par un réel f , fo(X) &, £1(x)
Somme de fonctions fAg 'f Amg (x) Ef (x)Ag(x)
Combinaison linéaire (avec ®2 et 2 )| ® A™g ®f Ag (x)qu®£ f(xX)AT £ g(x)
Inverse d'une fonction 1 "1 1
(lorsque f ne s'annule pas sur D) N .? () A& (x)
Quotient de deux fonctions f Tf ¥ f(x)
(lorsque g ne s'annule pas sur D) g g (x) /& 9(x)
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I.1.3 Compositions de fonctions

Soit f une fonction et | un sous-ensemble de son ensemble de dé niti  on, on désignera par f (I) I'ensemble décrit
par f (x) lorsque x décritl :

a

© =
f)E f(x) x21 .

i ¢
Exemple On lit sur le graphique ci-dessous que : f|]1;5[ Al 1;3].

G

| |

| |

| |
1L \/5
B R

DEFINITION 1.1.1 COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS

Soit f une fontion dé nie sur un ensemble | et g une fontion dé nie sur un ensemble J tel que  f (1) %2 J. On appelle
fonction composée de f par g (ou composée des fonctions f et g) la fonction, notée g=f, dé nie surl par:

i ¢
gxf(x) &g f(x) .

Remarque La construction de l'image d'unréel x par g*f respecte le schéma ci-dessous.

| J
f g i ¢
Xt y Af (x) ———g(y) &g f(x) Ag=f(x)
!
Exercice 1.1.2. On considere les fonctions f :x 7! 2xj 3etg:x 7! x2A1.

Déterminer g=+f etf tg.
Solution f etg sontdé niessur ,donc g+f et f +g sontdé nies sur et pour tout réel x :

gif(x)/Egif(x)¢/Eg(2x1 3) A(2xi 3)2A1A&4x?; 12xA10.

¢ i, ¢ .o ¢
f+g(x) Ef g(x) Ef x2A1 £2'x2A1 A3 E2x2AS.

Remarque Généralement: g+f , f tg.

1.1.4 Sens de variation

I.1.4.a Rappels

Les dé nitions suivantes ont été vues en classe de Seconde.

PoNTUS DE TYARD—20082009 1¢v



1.1. Générailités sur les fonctions 9

DEFINITIONS I.1.2

Soit f une fonction et | un intervalle inclus dans son ensemble de dé nition.
(2) Onditque f eststrictement croissante sur | lorsque pour tous éléments aetbdelona:

aCh /A f(a)Cf(b).
(2) Onditque f eststrictement décroissante sur | lorsque pour tous éléments aetbdelona:
aChb /) f(b)Cf(a).

3) Onditque f eststrictement monotone sur | lorsqu'elle est strictement croissante sur | ou strict  ement décrois-
sante sur |.

Remarques

1. Dire que f est strictement croissante sur | signi e que sur cetinterva lle f conserve l'ordre.

2. Direque f est strictement décroissante sur | signi e que sur cet inter  valle f inverse l'ordre.

3. On dé nit de méme une fonction  croissante (respectivement décroissante ) sur un intervalle | en remplacant
limplication par: aEb /) f(a)E f(b) (respectivement: aEb A f(a)E f(b)).

4. Toute fonction strictement croissante sur | est en particul ier croissante sur | : La condition « strictement crois-
sante » (respectivement « strictement décroissante »)est p lus forte que la condition « croissante » (respectivement
« décroissante »).

5. Les fonctions constantes sur un intervalle sont a la fois cro issantes et décroissantes sur cet intervalle mais ne sont
ni strictement croissantes, ni strictement décroissantes  sur cet intervalle.

THEOREME 1.1.2
Q) Soit f une fonction strictement croissante sur un intervalle I, on  a pour tous éléments aetbdel:
aCb 0 f(a)Cf(b).

(2) Soit f une fonction strictement décroissante sur unintervalle I,  on a pour tous éléments aetbdel:

aCb f(b) C f (a).

Démonstration
1) Soit a et b deux éléments de I. D'aprés la dé nition  1.1.2: aChb ) f(b)C f(a).
Réciproquement, f une fonction strictement croissante sur |, elle estdonc cro issantesurl, douilvient: aEb /& f(a)E f(b);
Nous en déduisons par contraposition: aChb (£ f(a) C f (b); ce qui achéve la démonstration de la propriété.
On démontre de méme la propriété (2). &
DEFINITION 1.1.3

Etudier le sens de variation d'une fonction, c'est détermin er les intervalles maximaux sur lesquelles la fonction est
strictement croissante, strictement décroissante ou cons tante.

I.1.4.b Sens de variation et composition

Soit f une fonction, | un intervalle inclus dans son ensemble de dé  nition et g une fonction dont I'ensemble de
dé nition contient  f (1).
Si f est strictement décroissante sur | et g strictement décroissante sur f (I) alors g+f inversera successivement deux
fois 'ordre sur | ; on en déduit que g=f est strictement croissante sur .
Plus généralement on a le théoréme suivant :
THEOREME |.1.3

Si f est une fonction strictement monotone sur un intervalle et si g est une fonction strictement monotone sur ~ f (1),
alors g £f est une fonction strictement monotone sur un intervalle |; p  lus précisément, le sens de variation de g+f
est donné dans le tableau ci-dessous.

f est strictement croissante sur | f est strictement décroissante sur |
g est strictement croissante sur f (1) g+f eststrictement croissante sur | g+f eststrictement décroissante sur |
g est strictement décroissante sur f(l) | g+f eststrictement décroissante sur | g +f eststrictement croissante sur |
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Remarques

1. Sig est strictement croissante sur f (1) alors g+f ale méme sens de variation que f surl.
2. Sig est strictement décroissante sur f (1) alors g+ f ale sens de variation contraire de celuide f sur|.
3. Lethéoréme I.1.3 reste vrai si on remplace « strictement monotone » par « monot one ».

I.1.4.c Sens de variation et opérations

THEOREME I.1.4

Soit f et g deux fonctions, | un intervalle inclus dans leur ensemble de

dé nition et  k un nombre réel.

() Sik E 0, alors kf ale méme sens de variation que f surl.

2 Sik CO0, alorskf ale sens de variation contraire de celui de f surl.

3) Sif et g sont strictement croissantes sur |, alors f A g est strictement croissante sur I.

(4) Sif et g sont strictement décroissantes sur |, alors f A g est strictement décroissante sur I.
Démonstration

1) Sik E 0, alorskf estlacomposée de f par x 7! kx, qui est strictement croissante sur
) Sik CO, alors kf estla composée de f par x 7! kx, qui est strictement décroissante sur

de f surl.

3) Soit a et b deux éléments de I.
1,

Yo
f(@)Cf(b)

agb A a(a) Cg(b)

4) Soit a et b deux éléments de I.
1,

s X
f(a)E f(b)

acb A a(a) E g(b)

A

,donc kf ale méme sens de variation que f surl.
,donc kf ale sens de variation contraire de celui

) f(a)Ag(a) Ct(b)Ag(b)

) f(a)Ag(a) Ef(b)Ag(b)

Remarque Dans les propriétés (3) et (4), lorsque f et g n'ont pas le méme sens de variation, on ne peut rien conclure

(voir exercice 1.1.).)

1.1.5 Exercices

I.1.a. 1. Développer: (xi 3)(xi 1).

2. Démontrer que les fonctions f et g dé nies par les ex-
pressions ci-dessous sont égales.

1

g B 1

2
f E—m et
(x) Xij 1l

x2i 4xA3
I.1.b. Démontrer que les fonctions f et g dé nies par les
expressions ci-dessous sont égales.

1

3x2A4xA2 A
(xA1)?

f(x) £ AL

2
et g(x) A3j A1

2R x

I.1.c. Les fonctions f :x 7!

etg:x 7! xA1sont-
elles égales ?

I.1.d. Les fonctions f :x 7! x etg:x 7! ﬁ sont-elles
égales ?

I.1.e. On considére les fonctions
f:x7!'2xj 3etg:x7!j 3xA7.
Déterminer g+f et f +g.

I.1.f. On considere les fonctions f
g:x7i 3x2A7x.

Déterminer g+f et f +g.

X 7! 2x2i3et

I.1.g. On considere les fonctions afnes f :x 7! 2x 3 et
Id :x 7! x.

Déterminer une fonction af ne
A-t-on: f +g Ald ?

I.1.h. Une fonction constante sur un intervalle | est-elle
croissante sur cet intervalle ?

gtelle que: g+f Ald.

I.1.i. Soit f une fonction décroissante sur un intervalle
I. Démontrer que pour tous éléments aetb del, ona:
f(a)Ef(b)A aCh.

I.1.j. 1.Donner un exemple d'une fonction f strictement
croissante sur et d'une fonction g strictement décrois-
sante sur  tels que f A g soit strictement croissante sur

2. Donner un exemple d'une fonction f strictement crois-
sante sur et d'une fonction g strictement décroissante
sur tels que f A g soit strictement décroissante sur

3. Conclure.

I.1.k. Onrappelle que lafonction x 7! P X est strictement
croissante sur[0; A1 [. Déterminer le sens de variation de
la fonction f surlintervalle considéré.

a.f(X)ﬁEp;AZXj 1sur[0;A1 [.
b. f(x) £ xj 1sur[0;A1 [.
c.f(x)AExj 2 xAlsur[1;A1 [
d. f(x)&£i3 xA2sur[0;A1 [.

PoNTUs DE TYARD—20082009
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1.2. Vocabulaire de l'ordre dans 11

[.2 Vocabulaire de I'ordre dans

Considérons une partie non vide, E, de  , parexemple :E A 3;0][ {2};
On a pour tout x 2 E: 2,5E x; on dit que 2,5 est majorant de E. Tout nombre plus grand que 2,5 est également un
majorant de E. L'ensemble des majorants de E est l'intervall e [2:A1 [.

Onapourtout x2E:j4E x;onditque j 4 estminorant de E. Tout nombre plus petit que j 4 est également un
minorant de E. Lensemble des minorants de E est l'intervall e]il ;i 3].

E a un plus grand élément, 2, mais n'a pas de plus petit élément .

Un ensemble qui a des majorants (respectivement des minoran ts) est dit majoré (respectivement minoré ). Un
ensemble a la fois minoré et majoré est dit borné. Certaines partiesde ,comme |, ne sont pas bornées.

Le plus petit élément de I'ensemble des majorants (respecti vement minorants) est appelé borne supérieure (res-
pectivement borne inférieure ). Par exemple la borne supérieure de E est 2 et sa borne inféri eure estj 3.
Ondiraque f E, surunintervalle | lorsque pourtout x21:f(x)E .
On dira alors que la fonction f est majorée par , surl.
Exemple Considérons la fonction f :x 7! 2 x?. Un carré est toujours positif, donc : f E 2 sur
Ainsi f est majorée par 2 sur

Plus généralement, on adapte ainsi aux fonctions tous le voc abulaire introduit ci-dessus pour les sous-ensembles de

Exercice 1.2.1. On considére lafonction f :x 7'i 2x A3 etlintervalle | A[7;10[. Préciser les bornes de f (). Sont-elles atteintes ?
Solution Ona:j2CO0;donc f estune fonction af ne strictement décroissante sur , on en déduit que pour tout
x2 :x21 7TEXC10 ( f(NEF(X)Ef(@O) (0 § 17Cf(X)Ej 1L

Donc: f(I) Ai 17;; 11].

Les bornes inférieure et supérieurede  f surlsont respectivement j 17 etj 11.
La borne inférieure n'est pas atteinte et la borne supérieur e estatteinteen 7.

Autre méthode Ona:j 2CO0; donc f estune fonction af ne strictement décroissante sur
le tableau de variation suivant.

, 0n en déduit

X il 7 10 Al
Al

f(x)

i ¢
Donc: f'[7;10[ Ai 17:; 11].

Les bornes inférieure et supérieurede  f surlsont respectivement j 17 et 11.
La borne inférieure n'est pas atteinte et la borne supérieur eestatteinteen 7.

Pour déterminer I'mage d'un intervalle par une fonction, la

plus simple.

lecture d'un tableau de variation bien dressé est souvent la méthode la

Un tableau de variation a valeur de démonstration.
I.2.1 Exercices

I.2.a. L'ensemble est-il borné? si oui préciser lesquels.

I.2.b. Onpose E A 2;i 1] [1;2[.
1. E est-il minoré ? majoré ? si oui préciser un minorant,
un majorant.

2. E est-il borné ? si oui préciser ses bornes.
3. E a-t-il un plus grand élément ? un plus petit élément ?

1.3 Parité, périodicité

Désormais, dans ce chapitre, le plan est muni d'un repére ort

I.2.c. Donner un exemple d'ensemble borné qui na ni
plus grand élément ni plus petit élément.

I.2.d. Soit E un ensemble qui a un plus grand élément, S.
S est-il un majorant de E?
Démontrer que S est la borne supérieure de E.

hogonal (O;~,1).
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[.3.1 Symeétrie d'une partie de par rapporta 0
DEFINITION [.3.1
Soit E une partie de , on dit que E est symétrique par rapport a 0 lorsque pour tout  x 2

X2EA)i x2E.

Exemples

1. [j 3;A1 [ n'est pas symétrique par rapport a 0, en effet, 42[j 3;A1 [ etpourtant | 4Y[j 3;A1 [.
i3
L

2. \{i 1} n'est pas symétrique par rapporta 0, eneffet, 12 \{j 1}etj 1Y \{j 1}
3. 1il ;i 2[[ 12;A1 [ est symétrique par rapport & 0.

i 2 2
]

L el

[.3.2 Fonctions paires, fonctions impaires

DEFINITIONS [.3.2

Soit f une fonction et D ; son ensemble de dgznition.
D; est symétrique par rapporta 0
pour tout X 2 Ds : f(i x)A&f(x)
D; est symétrique par rapporta 0
pour tout x 2 Ds : fGx)Eif(x)

(2) La fonction f est dite paire lorsque :

(2) La fonction f est dite impaire lorsque :

Interprétation graphique  Les fonctions paires sont les fonctions dont la représentat ion graphique est symétrique par
rapport a I'axe des ordonnées (noté O y) et les fonctions impaires sont les fonctions dont la représ entation graphique
est symétrique par rapport a l'origine du repére.

axe de symétrie

Cf Cf

R e

t t
X /\ /\ i X X -
I - I I
| \/ o \/ | | o i X
I I I
I I I
A S f(x)
f(i x)|f(x) centre de symétrie
FiG. I.1 — Fonction paire. FiG. 1.2 — Fonction impaire.

Remarques

1. Geénéralement une fonction n'est ni paire ni impaire. Le fait  d'étre paire ou impaire, pour une fonction, est une
propriété remarquable.

2. Lorsqu'une fonction est paire, on restreint son étude a la pa rtie positive de son ensemble de dé nition, on trace
la courbe correspondant a cette étude, puis on compléte la co urbe en utilisant la symétrie par rapport a I'axe des or-
données.

3. Lorsqu'une fonction estimpaire, on restreint son étude ala  partie positive de son ensemble de dé nition, on trace
la courbe correspondant a cette étude, puis on compléte la co urbe en utilisant la symétrie par rapport a l'origine du
repeére.

. B o : p—
Exercice 1.3.1. Etudier la parité de la fonction ~ f :x 7! 3j x.
Solution La fonction f estdé nie en j 4, mais pas en 4, donc :

PoNTUS DE TYARD—20082009 1¢v



1.3. Parité, périodicité 13

la fonction f n'est ni paire niimpaire.

Pour démontrer qu'une fonction n'est ni paire ni impaire, il sut (lorsque cela est possible) d'illustrer par un contre- exemple le fait
que I'ensemble de dé nition n'est pas symmeétrique par rappo rta 0.

Exercice 1.3.2. Etudier la parité de la fonction  f :x 7! x2Ax.

Solution Ona:f(l)A2etf(j 1)AO. f(1)etf (i 1) nesontniégaux ni opposés, donc :

‘ la fonction f n'est ni paire niimpaire.

Pour démontrer qu'une fonction n'est ni paire ni impaire, il su t de choisir un nombre et son opposé dont les images ne sont ni égales
ni opposées.

Exercice 1.3.3. Etudier la parité de la fonction £ :x 71 5x*| 4x% A P 2.

Solution f estune fonction polynéme, elle est donc dé nie sur qui est symétrique par rapporta 0.

Pourtout x 2 Ds :

f(i X) A5 x)*i 4G x)2A pEAESx‘H ax? A piﬁEf (x).

lafonction f estpaire.

Pour démontrer qu'une fonction est paire ou impaire il sut, apres s'étre assuré que I'ensemble de dé nition est symétri que par
rapport & 0, d'exprimer  f(j x) en fonction de f(x).

Exercice 1.3.4. Etudier la parité de la fonction ~ f :x 7! 24 X >

_ X% _
Solution Ona:rxzb_Z/EO_o 0 XE 20ux/Ej 2.
Donc:Ds £ \ | 2; 2 ;Dg estdoncsymétrique par rapporta 0.

Pour tout x 2 Ds :

4(; x) P i 4x 4x

f (i A A
(i ) (i X)%i 2" x2%j 2 |x252

£ if(x).

‘ lafonction f estimpaire. ‘

1.3.3 Fonctions périodiques

DEFINITION 1.3.3

Soit f une fonction, D ; son ensemble de dé nition et p un nombre réel.
Lafonction f est dite périodique de période p lorsque:
23
pourtout x2 : x2Df xAp2D¢
pourtout x2D;s :  f(xAp)&Ef(x)

Interprétation graphique  Les fonctions périodiques de période p sont les fonctions dont la représentation graphique
est globalement invariante par la translation de vecteurs  p~.

Remarques

1. Pourexprimer qu'une fonction f est périodique de période p, on dira souvent qu'elle est p-périodique.

2. Sif estp-périodique etsi k2 alors:

Yo

pourtout x2 : x2D; x Akp 2 Ds
pourtout x2Ds :  f(xAkp)Z&f(x)

3. Sip estune période de f alors les nombres de la forme kp (aveck 2 ) sont aussi des périodes de f .
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période

C i

AVEEVAVEEE \VE A

A\

FiG. 1.3 — Fonction périodique de période p.

4. En pratique, lorsqu'on af rmera qu'une fonction f estp-périodique, p sera la plus petite période strictement po-
sitive de f . Les périodes de f seront alors les multiples de p, c'est-a-dire les nombres de la forme kp (aveck 2 ).

Le théoréme suivant a été vu en classe de Seconde.

THEOREME 1.3.1
H (1)  Lesfonctions cos et sin sont 2 ¥spériodiques.

2 La fonction tan est Y+périodique.

Exercice 1.3.5. Soit f une fonction p -périodique. Etudier la périodicité de la fonctiors g déniepay: g(x)yA&Ef (2x).
Solution Pourtout x tel que 2x 2 Ds : g(x) &£f (2x) £f 2x A p) £f 2 XA% /g XA% )

De plus pour tout x2 : 3 .

x2Dg 2x2Ds () 2xAp2D; 0 2xA% 2Ds xAgzDg.

g est %-périodique.

3
Exercice 1.3.6. Etudier la périodicité de la fonction ~ f :x 7! 50sin 6x A ? .
Solution Lafonction f estdé nie sur . Pourtou : ,
. s Ya . Ya . hxl} 21/4ﬂ l/4ﬂ N Ya
f (x) £50sin 6x A 2 /E50sin(6x A 2 A2v) 50sin 6 xA N A 2 Ef xA 3

RZ
f est §4 -périodique.

1.3.4 Exercices

4x

.3.a. Etudier la parité de la fonction f :x 7! -t 2. Etudier la parité des fonctions i et p.
13b. Etudier | it6 de la f ) fox Tl ;IA4 3. Expliciter les fonctions i et p dans le cas ou la fonction
I.z. .Etud_lerla par_lt(,edelafonct_lon f ..x7|. 3x2. 7 f estdé niepar: f(x)E2x3| 7x2A5X| 4.
-3.¢. Etudier la parite de la fonction XA SX 2' ) 4. Expliciter les fonctions i et p dans le cas ou la fonction

. 3x°i 7 & i .
.3.d. Etudier la parité de la fonction f :x 7! 2—' f estd nepar: s. . 4 5

_ o x2A1 f(x) £ 3x"A6x°; vx>A5x*A10x>j 103x A 1000.
I.3.e.. Sott .f une f(?n(?tlon de nie sur - On considere les 1.3.f. Soit f et g deux fonctions dé nies sur . Etudier la
fonctions i et p dé nies par: o .
parité de f g dans chacun des cas suivants.
f(x)i f(x F)AT( x a. f et g sont paires.
i (x) /EM et p(x)ﬁEM. 9 p .
2 2 b. f et g sont impaires.

1. Exprimer p Ai en fonction de f. c. f estpaire et g estimpaire.
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d. f estimpaire et g est paire.

1.3.g. Soit f et g deux fonctions dé nies sur
parité de f +g dans chacun des cas suivants.

a. f et g sont paires.
b. f et g sontimpaires.

. Etudier la

c. f est paire et g estimpaire.

d. f estimpaire et g est paire.
1.3.h. Soit f et g deux fonctions dé nies sur
nombres réels.

a.Démontrer que si f et g sont paires, alors ® A" g est
paire.

b. Démontrer que si f et g sont impaires, alors ® A™g
est impaire.
[.3.i. Une fonction f, dé nie sur
Etudier la périodicité de la fonction

g(x) AEf X
3

et®, deux

, est p-périodique.
g dénie par :

1.3.j. Une fonction f estp-périodique. Etudier la périodi-
cité de la fonction g:x 7! f (5x).

l.4 Eléments de symétries d'une courbe

1.4.1 Symétries dans

Soita2 .Pourtoutréel h,aAh etaj h sont symétriques

I.3.k. Une fonction f est p-périodique. Etudier la pério-
dicité de la fonction g :x 7! 7f (5x A 3).

I.3.I. Déterminer ! pour que la fonction

u:t 7! 220sin(! t) soit périodique de période
I.3.m. f et g sont deux fonctions dé nies sur . f est4-
périodique et g est 10-périodique. Déterminer la période
de 2f A3g.

I.3.n. Désignons par E la fonction partie entiere; pour
tout nombre réel x, E(x) est le plus grand entier infé-
rieur ou égal a x. C'est donc l'unique entier vériant :
E(X)Ex CE(x)A 1L

1. Donner la partie entiere de ¥4 6, 7etde 7,5.
xExA1)EEXX)A1

m (x) Axj E(x).

2. Démontrer que pour tout réel
3.0Onconsidére lafonction m dé nie par:
Démontrer que m est 1-périodique.

4. Représenter graphiquement les fonctions Eet m. (unité
graphique : 1 cm)

par rap-

porta a;en effet leur demi-somme vaut a.De méme x et2aj x sont

symeétriques par rapporta a.

Dans tout ce document f désignera une fonction numérique a vanable re@lle D  sonensemble de dé nitonet Cg
sa représentation graphique relativement a un repére ortho gonal O, T

1.4.2 Axe de symétrie d'une courbe

Une observation graphique permet d'énoncer les théorem

THEOREME 1.4.1

La courbe C; est symétrique par rapport & 'axe d'équation
gi et seulement si :
< (1) Dy estsymétrique parrapporta a.
(2) Pourtoutréel htelque aAh2Ds:
f(aAh)Ef(aj h).

Remarque La condition (2) du théoreme
8x2Dg¢, f(2aj x) Af (x)

Exercice 1.4.1. On considere la fonction f :x 7!

1
x2 A 4x
1. Développer: (x A 2)2 i 4, endéduire une autre expressionde f (x).

2. Démontrer que la droite D d'équation
Solution 1.

; Dt son ensemble de dé nition et

es's uivants que nous admettons.

f(aAh)&f(aj h)
X AEa

1.4.1 peut également s'écrire :

Cf sa représentation graphique.

x £ i 2 est axe de symétrie de Cs .

(xA2)2i 4EX°AaxA4; 4 Ex?Rax |
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On en déduit que pour tout x 2 Ds :

1

2. Pourtout x2 ,ona:x?A4x Ax(xA4).
Donc : x? A 4x /0 0 xAQoux A£ijd;dou: Dy £ \{0;i 4}
D; est symétrique par rapporta i 2.
1" méthode Soith un réel, telque { 2Ah 2Ds,ona:

f(i 2Ah) A&; t— /& 2% et f(i2ih)A; ! 5 A 12 £ 21_ .
(i 2An)A2° 4 h%i 4 (i2i HA2<%,4 (ih)¥i4 h%i4
Pour tout réel h tel que 2Ah 2 D;,ona: f(j 2Ah) £f(; 2j h);
donc:

la droite D d'équation  x A j2 est axe de symétrie de la courbe C; .

1 1 1

2° méthode Pourtoutréel x 2 D¢, ona:f (i 4i x) A& o/ £
(i 4i X)Azu'zi 4 (i2ix)2%i4 (xA2)2?; 4

£Ef ().

Donc:

la droite D d'équation  x £ ;2 est axe de symétrie de la courbe C; .

On peut également traiter le probleme par un changement d'or  igine.

THEOREME 1.4.2

Soit C; la représentation gra@hique d'une fonction f relativement a Cs
un repére orthogonal O;~,+ et- le pointde coordonnées ( a,0).

La courbe C; est symétrique par rapport & I'axe d'équation  x Aa si et
seulement si C; estla r(lepréseetation graphique d'une fonction paire
relativement au repére - i~ . /

ol ~ ) -

Exercice 1.4.2. Démontrer que la droite D d'équation x /E2 est axe de symétrie de la courbe représentative Cs de la fonction f : x 7!
1

(xi 2)2; 4 i ¢
Solution Soiti- (i 2,9), M un point du plan, (X,y) ses coordonnées dans le repere IO ~1 et(X,Y)ses coordonnées
dans le repére - ~,+ .Onadonc:

BM pEay Ab- avecE)M ,CEx-~Ay-|-;ii M AEX~-AY+ etb- /E 2~

Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont le méme cou ple de coordonnées, on a donc la formule de change-
ment de repére : 1,

X AEXj 2

y Y

Onadonc:

1
1
YE———F
(Xi 2A2)? 4
1
X?i 4

0 YA

La fonction rationnelle q :x 7! 2 4 estdé niesur \{j 2;2}, qui est symétrique par rapporta 0 et pour tout élément
|
X de cet ensemble :

! 2 AEq(X).

0 ).()'LE(i NEd

Donc q est une fonction paire. Dans le repére - ~,+ , C; est la représentation graphique d'une fonction paire, donc
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la droite D d'équation  x /E 2 est axe de symétrie de la courbe C; .

1.4.3 Centre de symétrie d'une courbe

Une observation graphique permet d'énoncer les théoréemes s uivants que nous admettons.

THEOREME 1.4.3
La courbe Cf est symétrique par rapport au point - (a,b) si et seule- f@ih) L Cf
gent Si: b ) /X |
(1) Djs estsymétrique par rapporta a. 7_1__ T _X;T :
(2) Pourtoutréel htelque h2Ds : flaAh) b — — — | |
2 f(aAh)Af(aj h)AEb ,///;r\\. !
' : ~ aAh la ajh
2 ///15 X \ Z%x

Remarque La condition (2) duthéoréme [.4.3 peut également s'écrire :
8x2D¢,2bj f(2aj x) &f(x)

2.
x%i 3xA3
Exercice 1.4.3. Démontrer que le point - (2;1) est centre de symétrie de la courbe représentative ~ C de la fonction f :x 7! ')(72

. . . z e z . 1
Solution f est une fonction rationnelle, son ensemble de dé nitionest D¢ /£ \{2} et Dy estsymétrique par rapport
az.

1" méthode Soith un réeltel que 2Ah 2 D¢, ona:
(2i h)?i 32i h)A3

2Ah)?; 3(2Ah)A3
f(2Ah) £ (2Ah)7i 3(2Ah) f2i h) £
(2Ah); 2 @i h)i 2
h?A4hA4; 3hi 6A3 h2; 4hA4A3h; 6A3
h ih
1 1
yis h/&l/i\F /£ ihA1; 0
Pour tout réel h telque 2Ah 2 Ds,ona:
feAMATEi hy 1" 1 17
- hA1A = hAL - &
2 2 h h
donc le point - (2;1) est centre de symétrie de la courbe C.
2° méthode Pourtout x de D¢, ona:
4 x)%; 3(4i x)A3
20 f4i ) fE 2i(lx)l (4i x)
(4i x)i 2
E 2(x Z)szi 8xA16A3x; 12A3
Xj 2 Xij 2
i x2i 3xA3
Xj 2
£ f(x)
donc le point - (2;1) est centre de symétrie de la courbe C.
igine.

On peut également traiter le probleme par un changement d'or
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[HEOREME 1.4.4

C
Soit Cs la représentation gra@hique d'une fonction f relativement a 1 ~ f
un repére orthogonal O;~,+ et- le pointde coordonnées ( a,b). b il
La courbe C; estsymétrique par rapporta - sietseulementsi C; est 1 x| -~

la reprélsentat'tpn graphique d'une fonction impaire relati  vement au

repere - ~,% .

A ~ \ a
2.
Cdelafonction f :x 7! %
1
Solutiqn So[f M un point du plan, (X,y) ses coordonnées dans le repere 'o ~1 et (X,Y) ses coordonnées dans le
repére - ~,+ .Onadonc:

Exercice 1.4.4. Démontrer que le point - (2;1) est centre de symétrie de la courbe représentative

E)M gy Ab- avecE)M ;Ex~/1\y+;?|v| AX~AY+ etb- A/2-At

Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont le méme cou ple de coordonnées, on a donc la formule de change-

ment de repére : 1,
x XA 2
y EYA1
Onadonc:
M2C AEXZE 3xA3
Xij 2
YAlﬁE(XAZ)Zi 3(XA2)A3
0 XA2)i 2
0 YE_le2A4xA4i 3Xij 6A3
! X
2
0 \(,415i1Z\>(—,£\§,£\1
X X X
0 \(,LEXAE
X

1
La fonction rationnelle g :x 7! x A 2 estdé niesur 7, qui est symétrique par rapporta 0 et pour toutréelnonnul X :
1 H 1 1
9(i x) A A= £i xA— Eig(x).
|

Donc g est une fonction impaire et par suite le point - (2;1) est centre de symétrie de la courbe C.

1.4.4 Exercices

2x3; 11x%2A19x 11
(xi D(xi 3)

I.4.a. Lensemble est-il symétrique par rapport 6,57
I.4.b. Lensemble E dé nipar: E A&[2;3[[ [5;6[; est-il sy-
métrique par rapporta 4 ?

|.4.e. On considére lafonction f :x 7!

et C; sareprésentation graphique.

1.4.c. Démontrer que la représentation graphique, Cy, de 1. Dét(,erminer I'ensemble de dé nition, D de la fonction
f et démontrer que pour tout x 2 Dy :
la fonction f :x 7! ————=—=— est symétrique par rap-
(2xi 3)23 A2 y aue partap 1 1
AT 'équation hd f(x) £E2x; 3A .
port a l'axe d'équation : X ﬁEZ. 2 1) 2(x; 3)
. . 2xA3 . .
l.4.d. On considere la fonction f :x 7! 3 o Ct sa| 2. Démontrer que le point A(2;1) est centre de symétrie
I
représentation graphique. de C;.
1. Déterminer I'ensemble de dé nition, D ; de lafonction | I.4.f. Le plan est muni d'un repere orthonorme (O; ~,1).
9 . ) )
f et démontrer que pour tout  x 2 Dy : f (x) £2A t On considére la fonction f :x 7! > 32A2 Ci sare-
| - . . A .
2. Démontrer que le point A(3;2) est centre de symétrie Brsesqptatlon graphique et et - le point de coordonnées
de Cf . —:0 .
2
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. : 3 . o ¢ 2xA3
1. Déterminer une équationde C; danslerepére - ~+ . On considére la fonction f : x 7!

—, C¢ sareprésen-

X
tation graphique etet - le point de cloordonnées (3;2). ¢

. $ i &tri al P . 2 . < 1
2. En deduire que C est symétrique par rapport & Faxe 1. Déterminer une équation de C; danslerepére - ~,4 .

3
d'équation : x /EE"

l.4.g. Le plan est muni d'un repére orthonormé (O; ~,+). | 2- En déduire que Cy est symétrique par rapporta - .

I.5 Expressions analytiques de quelques transformations

Pour chaque transformation, t, étudiée, M 0(xo,y% désignera I'image de M( x,y). Lexpression analytique de t est
I'expression de x%et yoen fonctionde xety.

I.5.1 Expression analytique d'une translation

V|
Désignons par t, la translation de vecteur v g .On a pour tout point M( x,y) dimage M {x°y%:
MM~ Aev.
yo _____________ M’
/’ bt
Y] pp—— !
M a !
| |
t | [
| |
| L
X
e X

FIG. .4 — Translaton de vecteur ».
On en déduit en introduisant l'origine O par lar larelationd e Chasles :

iOMoﬁE!)M Aw.

On sait que deux vecteurs sont égaux si, et seulement si, ils o nt les mémes coordonnées on en déduit I'expression

analytiqgue de t : 1,
2,0

x /Ex A a

yoEy Ab

I.5.2 Expression analytique de la symétrie par rapportalap remiére hissectrice

On suppose ici que le repére (O; ~,1) est orthonormé. ¢ désigne la droite d'équation : y /X. ¢ estl'une des bissec-
trices des axes Ox et Oy.

QO,y) |- — - _M_(>,I<,y)

|

|

|

0
PYOX) |- ———~ : ______ IMO(X v9
t | |
! |
; |
~ P(x,0) .0

FiG. 1.5 — Symétrie par rapport a la premiéere bissectrice.
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Désignons par s¢ la symétrie d'axe ¢. s¢ transforme O x en Oy et Oy en Ox. Désignons par P et Q les projetés otho-
gonaux respectifs de M sur O x et Qy, ils ont respectivement pour coordonnées ( x,0) et (0,y). Le quadrilatéere OPMQ
a trois angles droits (en O, P et Q), c'est donc un rectangle. s¢ est une isométrie elle conserve donc les distances et
l'orthogonalité. En particulier elle transformera le rect angle OPMQ en un rectangle OP 0l\/IOQO. P est sur Ox donc P%est
sur Oy, de plus oP°£0P, donc P°a pour coordonnées (0, x). De méme Qoa pour coordonnées ( y,0). POet Qosont les
projetés orthogonaux de M Osur les axes de coordonnées, on en déduit I'expression analy tique de sg :
1
% xo/Ey
y©AEx

I.5.3 Quelques expressions analytiques

Plus généralement, un graphique adapté permet de retrouver les expressions analytiques suivantes :

| Transformation | M a pour image M’ | Expresion analytique |
0 M’
y ________
Ab-l'
Y= Y% 4
Translatior) dg vecteur 1 M & | X AxAa
A l l vy Ab
Vb ol-"%4 X
MM © Ev
M(x
Qo YY)
% o0
- . X
Symétrie par rapport a la PY0,x) Myx0y) OﬁEi
premiére bissectrice 4 y
~ P(x,0) Qy,0)
MoGy) | MAxCy9
e Y% o
s N | | X" A2aj x
Symétrie par rapport a la 4 | | 0
droite d'équation x Aa : : y ey
~aAh aajh
o X 26{1 X
0 M%xCy9) .
Y r————~ N /2 0 .
Symétrie de centre - (a,b) bi ——— L/ I xo/EZa i X
, , M y /E2bjy
,;\rh -y h
~a a aij
O X 2::{1 X
H
ylH KAM
—
M | 0K
o I I X X
Af nité orthogonale d'axe | | 0=
Oy et de rapport k 4 kIX e
i .
fim 0 v
TAB. 1.1 — Quelques expressions analytiques.
I.5.4 Exercice résolu
Exercice 1.5.1. Le plan est muni d&lq]repére orthonormé  (O;~,+). On désigne par par P la parabole d'équation, y/Exz,etpar P 9son

image par la translation, t, de vecteur v 3"
Déterminer une équationde P 0

Solution La translation a pour expression analytique :

)

xO/Ex A 2

yOEy A3
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Pour tout point M(x,y) du plan dimage M%x°y9 par la trans lation, on a :

MO2P 0 M2P y X2 () VO 3/ X% 22 0 VR 22A3
P %adonc pour équation :
y A(xi 2)2A3]|
I.5.5 Exercices
Dans toute cette série, le plan est muni d'un repére ortho- centre A(j 2;3).
norme (O;~,1). 1.5.d. Donner une expression analytique de I'af nité or-
I.5.a. Donneruuneﬂ expression analytique de la translation thogonale d'axe O x et de rapport j 2.
de vecteur ¥ i 2 I.5.e. On désigne par par P la parabole d'équation,
' 2 0 : o
3 y /x*?, etpar P “sonimage par la symétyrie, s, de centre
I.5.b. Donner une expression analytique de la ré exion A 1;i 2).
d'axe d'équation : x AE3. Déterminer une équationde P ©
I.5.c. Donner une expression analytique de la symétrie de

.6 Fonctions associées

Dans toute cette section u désigne une fonction de référence, c'est-a-dire une foncti on que I'on supposera bien
connue, C, désignera sa représentation graphique, f désignera une fonction dé nie & partir de  u (par exemple par
f(x) Au(xA3)i 4)et C; désignera la représentation graphique de f.

Le but de cette section est de dégager un procédé permettant, sans calcul, de tracer C; connaissant C,,.

1.6.1 Principaux cas

Les principaux cas d'associations de fonctions sontregrou pés dans le tableau |.2. Pour retrouver aisément, a partir
de I'expression de f (x), I'expression analytique de 'application du plandanslu  i-méme par laquelle C; estlimage de
C., ; il suf t de choisir un point M( x,y) sur C, et de considérer son image M 4x°y%. Dans le cas ot f est dé nie par :
f(x) Z£u(xj a)Ab;les coordonnées de M' véri eront :

. z ) o
yO&£f (x9 AU (X, :}I)Ab;

d'ou I'on tire I'expression analytique recherchée.

Remarques

1. Les deux premiers cas sont des cas particuliers du troisieme .

2. Dans le dernier cas l'application du plan dans lui-méme empl  oyée n'est pas une transformation car elle n'est bi-
jectivel. En effet les points au-dessous de I'axe Ox n'ont pas d'antécédent et les points au-dessus de I'axe des a bscisses
ont deux antécédents : eux-méme et leur symétrique par rappo rt al'axe des abscisses.

1.6.2 Exercices résolus

Exercice 1.6.1. Le plan est muni d'un repére othonormé  (O;~,+) (unité graphique :Al cm).
XAl
On se propose de tracer lacourbe H représentant graphiquement la fonction fix7! AL

1. Donner I'ensemble de dé nition, D¢, de f et démontrer que pour tout élément,  x, de cetensemble :

f(x) E2i ﬁ (1.1)

Lune bijection d'un ensemble E dans un ensemble F est une appli cation de E vers F telle que tout élément de F a un antécédent et un seul.
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. . Expresion .
Expresionde f (x) C. apourimage C; analytique Transformation
C 1
a- f ZI
f(x) £u(xi a) C XO'CEX Aa Translation de
t y Ay
vecteur a~
ol /N > _—
b+ Y% 4
f(x) Au(x)Ab Cs XO'CEX Translation de
1 C y’/Ey Ab
u vecteur bt
O - \/
= Ab; i Translation d
C C xO/Ex A a ranslation de
f(x)£u(xi a)Ab 4 ! f yO/Ey Ab vecteur a~A bt
O - \/
Cy
1 Y2 o
X~ AEX
f(x) £ ju(x Ré exion d'axe O x
(x) £ ju(x) o VO Iy
C
C, C ( XO/EEX Af nité orthogonale
f (x) Au(ax) 1 f ! d'axe Oy etde
y Ay "
rapport —
o e — PPOTt &
%
. C, C x0/Ex —
f (x) AU (x)i 4 f VO y
O - \/~
TAB. 1.2 — Courbes de quelques fonctions associées.
2. Déduire de (1.1) que H est l'image par une transformation simple d'une courbe conn ue ettracer H .
Solution
1. D £ \{j1}|
Pourtout x 2 Ds :
. 1 2xA1)i 1 _2xA2; 1/EzXA1/Ef(x)
' xA1 xA1 xA1 xA1 i
2. D'apres (1.1) :
rf

H estlimage de la courbe d'équation :

1
y AEj < , par la translation,

t, de vecteur: ~

i
2

1
Introduisons l'image A de l'origine, O, par t.H est Ia repésentation graphique de la fonction x 7!j 3 dans le repére

i ¢
IA;~,-|- . On en déduit la courbe de la gure 1.6.
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Cy

FI1G. 1.6 — Repésentation graphique de f.
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Chapitre Il

Polyndomes

1.1 Généralités

Un monéme ou fonction mondme est une expression ou une foncti  on de laforme ax" ou x 7! ax" aveca2 et
n2 .Lenombre a estappelé coef cient du mondme et le naturel n son degré. Ces deux nombres caractérisent le
mondme.

Exemples
1. Yx estle monéme de degré 1 et de coef cient Ya
2. i 7 estle monéme de degré 0 et de coef cient j 7.

: 1 . ) o1 .
3. 3xilet2x2 nesont pas des monémes carni i 1 ni > ne sont sont des entiers naturels.

DEFINITION 11.1.1
|| Un polynéme est une somme nie de monémes.

Notations et vocabulaire

1. Dans une écriture réduite : P(x) Fanx" Aan; 1x"TTA¢ccBx?>AaixAag (aveca, , 0);le monéme de plus haut
degré, ici anx", est appelé monéme dominant, son coef cient (ici  an) est appelé coef cient dominant et son degré
(ici n) est appelé degré du polynéme, on notera : degP An.

2. Le quotient de deux polynémes est appelé fonction rationnel le ou fraction rationnelle.

3. Le quotient de deux fonctions af nes est appelé fonction hom  ographique.

Cas particuliers

Le polynéme nul est dé nipar: P( x) AO.

Les mondmes sont des cas particuliers de polynémes.

Les fonctions af nes sont des cas particuliers de polynémes

Les fonctions af nes sont des cas particuliers de fonctions homographiques.

Les fonctions homographiques et les polynémes sont des cas p articuliers de fonction rationnelles.

grwdPE

Exemple Lafonction P dé nie par P(x) A5x*j 3x?>A7x| 1 estun polynéme de degré 4, son coef cient dominant est
5 et son monéme dominant est 5x*.

Remarques
1. Un polynéme est toujours dé ni sur
2. Pour tous polynémes P etQ :deg(P£ Q) £degPA degQ.

Nous admettons le théoréme suivant.

THEOREME I1.1.1
Deux polynébmes f et g, distincts du polyndme nul, sont égaux si, et seulement si :

1. f et g ontle méme degré;
2. les coef cients ag,¢¢ga, de f et bp,¢ ¢ b, de g vérientpourtout i 2,0;1f:a; Ab;.

DEFINITION 11.1.2
|| Une racine d'un polynéme  f estun nombre ®tel que : f (®) AO.

Exemple Considérons la fonction polynéme f :x 7! 2x?>j 5xA3;ona: f (1) A£2; 5A3 A0 ; donc 1 est racine de f .

25
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Remarques

1. Certains polynémes n'ont pas de racine dans , comme par exemple P(x) £x*Ax?A 1 (car pour tout x 2
P(X)E 1).

2. Si®estracine du produit P£ Q de deux polynémes sans étre racine de P, alors ® est racine de Q.

Nous admettons le théoréme suivant.

THEOREME I.1.2 T HEOREME FONDAMENTAL DE L'ALGEBRE
H Soit f un polyndme présentant une racine ®.

Il existe un unique polynbme g tel que pourtout x2 : f(x)&AXi ®g(x).

Remarque degg A(degf)i 1
i ¢
Exemple 1 estracine de 2x3i 5x>A2xAletona:2x3i 5x2A2x A1 A(x 1)'2x2i 3xj 1.

COROLLAIRE 11.1.3
|| Un polynéme de degré n a au plus n racines.

Démonstration Sous forme factorisée un polyndme de degré n a au plus n facteurs de degré 1. D'apres le théoréme 11.1.2 les racines d'un poly-
némes sont fournies par ses facteurs de degré 1. On en déduit| e corollaire. a
Exercice Il.1.1. 1. 1 est-ilracine du polynébme P :x 7! 2x3 Ax? i 3?7
2. Factoriser P( on fera apparaitre un facteur de gré 1 et un facteur de degré 2 ).
Solution 1. Ona:P(1)A2£ 1°A12] 3/A2A 1] 3 40;donc:

| 1 estracine de P.

2. D'apres le théoréme fondamental de I'algébre, on peut mettr e (xj 1) en facteur dans I'expression de P(x) :

2x3Ax%2 3| xj1
3x? 2x?A3xA3
3xj 3
0

Pour tout réel x :

P(x) E(x 1) '2x2 A 3x A3¢

Pour factoriser un polyndme, on peut reconnaitre une racine , ®, puis diviser |'expression de  P(x) par xi ®

Exercice I1.1.2. Factoriser P :x 7! x3 2x, i xA2¢(unel decomeosmon en, tro:s faqgeurs dedegré 1 estattendue ).
Solution P(x) Ax3i xi 2x2A2/Ax 'x2; 1 2'x%; 1 A&Xxi 2)'x2i 1 Axi 2)(xi D(xAL).

Pour factoriser un polyndme, on peut regrouper des termes se mblables puis reconnaitre un facteur commun.
Exercice 1.1.3. 1. P 2 est-il racine du polynéme P :x 7! 4x*A12x3 Ax? i 24xj 187?

2. Factoriser P (uBe décomposition en quatre facteurs de degré 1 est attendue ).
Solution 1. P~ 2 AE16A24 2A2; 24 2; 18 AO.

= .
2 estracine de P.

2. Pour tout réel x,ona:

i ¢ i Ci ¢ Ci ¢
P(x) £12x3 24x Aax* Ax?j 18ﬁElelx21 2 Alxzi 2 '4x2R9 ﬁEIxzi 2 4x2R12x A9

Soit nalement :

3

P(x) £ X j pE X pE l2x/3\3¢2.

s -
. P A ,
Dans l'exercice 11.1.3., dans le calculde P~ 2, on constate que les termes de degré pair sont entiers alors q ue les

L . . p- L . . .
termes de degré impairs sont multiples de 2 on a donc l'idée, pour factoriser P, de regrouper les monéme s suivant
leur parité.
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11.L1.1 Travaux dirigés

[I.1.1.a Décomposition d'une fonction rationnelle
4x3A5x2%; 2xA3

On considere la fonction rationnelle  f : x 7! ks On se propose d'écrire f sous laforme :
cxAd
f(x) FaxAbA ———
() “ZAo

(cette forme est plus avantageuse pour résoudre certains pr oblemes).
Pour venir & bout de cette question nous allons utiliser deux = méthodes : l'identi cation des coef cients (méthode
of cielle) et la division de polyn6mes (méthode standard).

Partie A —Identi cation

1. Préciser 'ensemble de dé nitionde f, Ds.
2. 0On se propose de déterminer quatre réels a, b, cetd tels que:

cxAd
pourtout x2Ds,  f(x) EaxAbA );Az )
a. Démontrer que la proposition P est équivalente a :
i ¢
pourtout x2Df,  4x3A5x2; 2xA3&EaxAb)' x2A2 AcxAd P)

b. En développant le second membre de la derniére égalité et en p rocédant par identi cation des coef cients, dé-
terminer un systeme d'équations dont la solution est le quad  ruplet ( a,b,c,d) cherché.

c. Résoudre le systéeme obtenu en A.2.c. et conclure.
2x2A3x A2

3. Procéder de méme dans le cas de la fonction g:x 7! A1

Partie B — Division
Effectuons la division euclidienne des polynémes :

4x3A5x% | 2xA3 | x?A2
5x2 10x 4XA§
i 10xA 2

On adonc, pour tout réel x : m q
i ¢ 1

4x3 A5x? 2xA3E x2A2 4x/3\5 i 10xA2.
D'ou I'on tire que pour toutréel  x: A
10xA2
f(x) E4x A = A'
(x) 2AD
2x2A3xA2

Procéder de méme dans le cas de la fonction g:x 7!
2xA1

Partie C — Utilisation du théoreme fondamental de l'algébre
On considére le polynéme :
P(x) AE2x3; 7Tx?A7xi 2.

1. Calculer P(1) et en déduire une factorisation de P( x) par un polyndme de degré 1.
2. Calculer P(2) et en déduire une décomposition de P( x) en trois facteurs de degré 1.
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11.1.2 Exercices

Il.1.a. La fonction P : x 7! x?Asin?x A cos®x est-elle un
polyndme ?
Il.1.b. Lafonction P: x 7! x?A3x! ! est-elle un polynéme ?

1
Il.1.c. Lafonction P : x 7! x2A4x2 est-elle un polynéme ?

xZi 1

II.1.d. LafonctionP: x 7! est-elle un polynéme ?

Xi
x4 1

II.1.e. LafonctionP: x 7! ———
x2A1

est-elle un polyndme ?

II.2 Polynébmes du second degré

II.L1.f. 1est-ilracinedeP: x 7! 3x2i 4xA1?

II.L1.g9. j 2 est-ilracinede P: x 7! 3x2i 4xA1?

I.1.h. ~ 3est-ilracinedeP: x 7! 2x*; 3x3; 5x?A9xi 37
IIl.1.i. Factoriser P:x 7! 3x?| 4xA1.

II.1.j. Factoriser P:x 7! 2x*; 3x3; 5x?A9x; 3.
(on devra obtenir quatre facteurs de degré 1).

Un polyndme P de degré 2 dé ni par P( x) £ax?AbxAc (aveca, 0), estaussi appelé trinéme du second degré.
L'objectif de cette section est de savoir factoriser P( x), résoudre I'équation P( x) Z0, étudier le signe P(x) suivant les
valeurs de x, représenter graphiquement P et trouver I'extremum de P.

I1.2.1 Forme canonique

Pour factoriser un polyndme P, de la forme : P( x) Aax?Abx A ¢ ; on écrit P(x) sous forme canonique pour faire
apparaitre soit la différence de deux carrés (auquel cas P( x) est factorisabﬂle) soit Iql somme de deux carrés (auquel

cas P(x) n'est pas factorisable). La forme canonique de P( x) est: P(x) Fa xA a i

b 2 b2 4ac’ ,
———— . Pour obtenir cette

4a?
formule, on utilise la démarche explicitée dans le tableau ¢  i-dessous.
étapes | cas particulier cas général
1| P() A3 ABX| 7 g P(x) Eay’ AbxAc g
5 7 b c
P(x) &3 szgxi = P(x) Fa x?A—xA=
! WL w1 T T T
2. P(X)AE3 x?A2=xA = | = | = P(x)Fa x?A2—xA — | — A=
6 6 3 Zaﬂ 2a 2a a
LN Hs'ﬂz 75 o b 2 Hbﬂz c’
PXx)&E3 xA= | = = Px)Ea Xj — i — =
u B¢ 6 '3 w2 2a a
52 25 84° b2 b2 . 4ac’
Px)&E3 xA= | =i — Px)Ea xj— |-—sA—
6 36 36 a 432" 4a?
‘H T s
5 109
P(x) £3 XAE i
H )7 Ao’g—!z# H o2 ,
5 109 b b<j 4ac
3. PX)AE3 xA=- | — Px)Ea xA— ;| ——
- 6 %\ 2a 432
A o ! P oss!
5 109 5 1
Px)&E3 xA-j —— xA-A——
. 6 6, 6 6
i 5A°T08 ;5; "108
P(X) AE3 X 6 Xi 6

Récapitulatif des étapes

1. On met, si besoin est, le coef cient dominant en facteur

2. Onreconnait la somme des termes de degrés 2 et 1 comme le déb ut d'une identité remarquable.

3. Sil'expression entre crochets est la différence de deux g uantités positives, alors on reconnait la différence de
deux carrés et on factorise ; sinon, I'expression entre croc hets est la somme de deux quantités positives et il
n'existe pas de factorisation en produit de facteurs de degr € un a coef cient réels.

DEFINITION 11.2.1

|| Le nombre, ¢, dénipar: ¢ Ab?| 4ac; estappelé discriminant de P.

La forme canonique de P devient alors : "

=

b
P(x) /Ea XAZ P — (11.1)

432
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I1.2.2 Représentation graphigue et sens de variation

Le plan est muni d'un repere (O; ~,1).
D'apres (I1.1), pour tout réel x :
oyl
Px)Ea xA— | — .2
() Ea xA— i (11.2)

Introduisons la fonction u :x 7! ax? gt C. $a représentation graphique. D'aprés ( 11.2) la courbe, P , de P est limage
b

i _
de C, par la translation de vecteur v%} 2¢a£_

' 4a
THEOREME I1.2.1

L%représent%ion graphiqgue P deP(x) Eax?AbxAc (aveca, 0)estune parabole d'axe paralléle a O y et de sommet

b
i Z'i E ; de plus, dans le repere IS;—~,-|- P a pour équation : Y fEax?.

VO | VO |
b ¢ b
Remarque D'apres (Il.2)ona:P j 2a fEj 1a ; donc en pratique on obtient l'ordonnée de S en calculant P j %3 "

Exemple Onse pro;EPSf de représenter graphiquement la fonction f dé nie par: f (x) AEX? i 5xA4.
5 5° 25 5 16 25 9
Ona:j — E—-etf = F— i -A4E—| — Ei-.
2a 2 2 M 4 ﬂ2 4 4 4
5 9 i ¢
Introduisons le point S E;i 2 , dans le repére IS ~.1, Cs apour équation : Y X

Nous en déduisons la courbe de la gure 11.1.

-
/

A
IASEIRSA

ENY )
1
1
1
1
|

FiG. 1.1 — Représentation graphique de f.

On déduit du théoréme 11.2.1 le tableau de variations de P en fonction du signe de a.
b

b
X il —— Al X il —— A1l
2a 2a
A1 Al i a5
f(x f(x
*) \ ¢ / ¢ , / \
i 23 il il
FiG. 1.2 - Lorsque a E 0. FIG. I.3—Lorsque a CO.

I1.2.3 Factorisation et résolution d'équations

Dans une décomposition en produit, tout facteur de degrél ap porte une racine au polyndme. On en déduit que si
P peut se décomposer en produit de deux facteurs de degré 1 alo rs P a au moins une racine. Ou encore, par contrapo-
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sition : Si un polyndbme de degré 2 n'a pas de racine alors on ne p eut pas le décomposer en produit de deux facteurs
de degré 1.
Reprenons la forme canonique de P, ( 11.1) dansle casoui: ¢ E0. Onaalors:

L O I S L
Px)EFa xA— | -— Fa xA— | — fFa xA—j — xA—A— .
2a 4a? 2a 2a 2a  2a 2a  2a
On en déduit la factorisation : A 1A ]
p— pP—
ibA ¢ ibj ¢
P(x) Fa Xj Xj
2a
En particulier P a deux racines distinctes :
ibApE i bij pE
X, E—— et Xp A——.
2a 2a

Nous en déduisons le théoréme suivant.
THEOREME 11.2.2

SoitP:x 7! ax?AbxAc (aveca, 0)untrindbme du second degré et ¢ fEb? i 4ac son discriminant.
Si¢ EO P a deux racines distinctes :
p— P—
ibA ¢ ibj ¢
X1 B— et Xo EF———
2a 2a
et pour tout réel x :
P(x) Aa(xi X1)(Xi X2).
Si¢ A0 P a une racine double : b
XoEji—
0o
et pour tout réel x :
P(x) Aa(xj xo)z.
Si¢ CO P n'a pas de racine et n'est pas factorisable en produit de deu x facteurs de degré 1 a coef cients réels.

Remarques

b
1. Sionremplace ¢ par 0 dans les formules de calcul de xi et x,, on obtient : X1 /X2 fE j a AEXq.
2. Sia etc sont de signes contraires, alors ¢ E 0 et P a deux racines distinctes.

3. Bien qu'exhaustive, cette méthode n'est pas opportune dans le cas ou la factorisation du polynéme est immédiate
(identité remarquable ou polynébme P qui est la somme de 2 monémes).

4. Lethéoreme I1.2.2 peut étre aussi bien utilisé pour factoriser un polynébme dus econd degré,P, que pour résoudre
I'équation, P(x) A0 (voir corollaire 11.2.3).

Exercice 11.2.1. Factoriser lorsque cela est possible.
a. P(x) E2x2A3x 6.
b. P(x) £2x2 8x A8.
c.P(x) £2x2 | 5xA8.
d. P(x) Ei5x2A3x A2.

Solution
a.Ona:¢ /A&3%| 4£ 2£ (j 6) A57; donc ¢ E 0 et P a deux racines :
i 3i P57 i 3A P57
X1 F———— et X2 AE .
4 4
On en déduit que pour tout  x 2
A Hi —
i 3i P57 i 3A P57
P(x) £2 xj X j
4 4

b. Méthode des identités

P(x)/EZIXZi 4x/3\4¢/E2(xi 2)?|
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Méthode du discriminant  Ona:¢ A(; 8)%i 4£ 2£ 8 A0 ; donc ¢ A0 et P a une racine double :
8
Xo AE— A2,
4

On en déduit que pour tout  x 2

P(x) E2(xi 2)?|

c.Ona:¢ A(j 5)%i 4£ 2£ (8) A&39; donc ¢ CO.

‘ P n'est pas factorisable.

d. Méthode de la racine évidente On voit que 1 est racine évidente, donc pour tout réel x :

‘P(x)ﬁE(xi 1)(i 5xi 2) ‘

Méthode du discriminant  Ona: ¢ A3? i 4£ (i B)£ 2 /A49 /7% ; donc ¢ E 0 et P a deux racines :

i3i7 i 3A7 2
X1 E——/F1l et o FE—— FEj-.
i 10 i 10 5

On en déduit que pour tout  x 2

il

S
P(x) £2(xj 1) XAE

COROLLAIRE 11.2.3

Soit a, b et c trois réels (avec a, 0), El'équation
ax?AbxAc A0 (E)
et¢e Aﬂozi 4ac son discriminant.
Si¢ EO (E) a deux solutions distinctes :
p— p—
ibA ¢ ibi ¢
X1 EF——— et Xp E——.
2a 2a
Si¢ A0 (E) a une seule solution :
b
XoEj—
ofEio
Si¢ CO (E) n'a pas de solution dans

Exercice 11.2.2. Résoudre dans

a.3x?Asx; 740,

b.3x% 5xi 2 AO.

c.3x2 A5x A7 /.

d.i 5x2A4x g/EO.

Solution a. Ona:¢ A25; 4£ 3£ (j 7) £109; donc ¢ E 0, I'équation a deux solutions :

5 P 109 54 P 109
xlﬁET et XZAET.

¢ — —)
i 5i I0109 i5/3\p109

SE ,
6 6

b. Méthode de la racine évidente On voit que 2 est racine évidente, donc pour tout réel X :

3x2j 5xj 2A&(x| 2)(3xA1).

1 3
z 7

1
SE 2;i -
3




32 Il. Polynémes

c.Ona:¢ /A25i 4£3£7 /A (59;donc ¢ CO.
SAE; |
d. Méthode des identités A u . A q m 2“2
2 2
i 5x°Adxi = £i5 x°i =xA — £Ei5 xj =
5 5 25 5

SE -
5

po T
4
Méthode du discriminant  Ona:¢ /16 4£ (i 5)£ | 5 /A0 ; donc ¢ AQ, I'équation a une seule solution :

id4 2
Xo E—— FE—.
il0 5
1Z ’)4

2
SE -
5

I1.2.4 Signe d'un trindbme

On se propose de déterminer le signe de P( x) £ax2A bx A ¢ en fonction de x. Onavu en 11.2.3 que lorsque ¢ E 0,
on a la factorisation :

P(x) Ea(xi X1)(Xi X2).

Donc en supposant que xi1 G X2, on en déduit le tableau suivant :

X X1 X2
signe de a
Xi X1 i i A A
Xi X2 i i i A
P(x) | signedea 0 signedej a ) signedea

M b 7 ¢
Lorsque ¢ GO, daprés (I1.1): P(x) Fa ~ xA— | —
I R

strictement  positif

; donc P est du signe de a.

Nous en déduisons le théoréme suivant.
THEOREME 11.2.4

SoitP:x 7! ax?AbxAc (aveca, 0)untrindbme du second degré et ¢ fEb? i 4ac son discriminant.
Si¢ EO P(x) est du signe de a a l'extérieur des racines et du signe contraire a l'intérieu r.

b
Si¢ A0 P(x) est du signe de a et s'annule en xg 4 j >a
Si¢ CO P(x) est du signe de a.

Exercice 11.2.3. Etudier le signe des polynémes suivants.

aPp:x7li 2x2A3xA4.

b.Py:x 7! 3x2A3x A4.

c.P3:x7!j 5x2 A2x %

Solution a. Ona:¢ A9 32/41; donc ¢ E 0 et P; adeux racines :

i 3i P 41 i 3A P 41
X1 F—— et Xo F—m.
i4 i 4
On en déduit que le signe de P; est donné par le tableau suivant.
n__ p—
3j 41 3AT 41
X - _—
4
P1(x) i ) A ) i
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b.Ona:¢ A9 48/ i39;donc ¢ CO.

P, E O sur

c.Ona:¢ /4 4 /A0, donc ¢ /O et P3 a une seule racine :

P, E O sur

et P, est s'annule seulement en

I1.2.5 Tableau récapitulatif

Calcul du discriminant et
reconnaisance du signe

P(x) £axZAbxAc

¢AHJ2i 4ac

signede ¢

Recherche
des racines

P P
X1 E b2a¢iX2A5 bA" ¢

2a

Pas de racine dans

c
o
© Pas de factorisation
s ) - RV
5 a(xj x1)(xi x2) a(xi xo) dans
3
L
v 2 X X1 X2 X X0 -
El Signe | Signe | Signe Signe | Signe -
w3 PO dea deja | dea PO dea ¢ dea P(x)|Signe dea
I I
v v
ako ako aEo
\ : /
' 2a
X1 [e) T X2
|
g ! Hop s
£ u ! ioa | ]
& fg 0 o b o b
g’ UI 2a1 i o i B
5 P Y ely B
% 2a b aco Ol _2a LA aco
h I — |
o [ L
I3 } 2a
= X1 | X2
[e] b
' 2a

11.2.6 Travaux dirigés

II.2.6.a Factorisation d'expressions bicarrées

Les trinémes bicarrés sont les trinémes de laforme P x 7! ax*Abx?Ac.

Lobjectif de ce travail dirigé est de dégagé a travers quelq ues exemples une méthode générale permettant de décom-

poser n'importe quel trinbme bicarré en produit de deux fact

eurs de degré 2.
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Partie A —avec le discriminant

Factoriser (lorsque c'est possible) les polynémes suivant s en utilisant la méthode du discriminant ( on pourra poser :
X AEx?).

1.P:x 7! 2x*A3x?i 1.

Pyix 7! x*Ax?A 1.

P3:x7! 6x4i 5x21 6.

Ps:x 7! x*A16.

Ps:x 7! 2x*i 7x2A6.

Pgix 7! 2x* x?As.

o0 s wN

Partie B — sans le discriminant

On constate que certains polynémes considérés ci-dessus on tun discriminant strictement négatif et ne sont donc pas
factorisables par la méthode du discriminant. On se rappell e alors que cette méthode découle de la forme canonique
gue nous avions obtenue en factorisant par le coef cient dom  inant puis en considérant les deux premiers termes du
facteur de degré 2 comme le début d'un carré. Lidée est alors , non pas de considérer les deux premiers termes du
facteur de degré 2 comme le début d'un carré, mais de considér er les termes extrémes du facteur de degré 2 comme
les termes extrémes d'un carré.

Factoriser les polynémes qui ne l'ont pas été dans la partie  A.

1.2.6.b Equations en somme et produit
1. Soit P :x 7! ax? Abx A ¢ un trinéme du second degré dont le discriminant est strictem  ent positif.
Exprimer en fonction de a, b et ¢ la somme et produit des racines.

2. Soit ®et  deux nombres dont on connait la somme, setle produit, p.
Démontrer que ®et ~ sont les racines du polynéme : P: x 7! x% sxAp.

3. Un rectangle a pour périmétre 24 et pourl/aire 35, déterminer s es dimensions.

2
. xAvy 4
4. Résoudre dans 2 le systéme suivant : y
y A1l
" 2R y? a5
4 2 A ; . XTAY
5. Résoudre dans “ le systéme suivant : Xy /E 12
I1.2.7 Exercices
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O; ~,t) (unité
graphique : 1 cm). II.2.d. Tracerlacourbe P d'équation y £x?; 2xA2.
II.2.a. Ecrire P:x 7! x?j 2x A 2 sous forme canonique. Il.2.e. Tracer lacourbe P d'équation y & i3x?; 12x| 4.

I1.2.b. Ecrire Q: x 7! 4x?j 2x A 2 sous forme canonique.
Il.2.c. EcrireR:x 7!j 5x?A10x A2 sous forme canonique.

1.3 Exercices résolus

Exercice 11.3.1. Le plan est muni d'un repére orthonormé  (O;~,+) (unité graphique : 1cm).

. . . 2x A1
Représenter graphiquementla fonction ~ f :x 7! .

XAl
Solution L'ensemble de dé nitionde f estD; £ \{j 1}.Ona:

2xA1 | xA1
il|?2

2xADi1 1
xA1 'xA1

Donc pour tout x 2 Ds :

f (x) £ A2.

1
On en déduit que la courbe représentative de f, C;, est l'image de I'hyperbole H d'équation : y /E i 2 ; par la transla-
(V|

tion de vecteur ¥ ' . On en déduit le graphique de la gure 11.4.
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Cy

|
I
I
|
l

FiG. 1.4 — Représentation graphique de f.

Pour représenter graphiquement une fonction homographiqu e, on peut transformer son écriture en utilisant une divisio n de fonctions
anes puis en déduire la courbe par un argument de fonctions a ssociées.
Exercice 11.3.2. m désigne un nombre réel. On considére les fonctions ~ f :x 7! mx ASmA3eth :x 7! lx /:\'3 ainsi que leurs représentations

graphiques respectives Dy, etH .
1. Déterminer, suivant les valeurs de  m, le nombre de points d'intersection des courbes D, etH .
2. Démontrer que les droites D, concourenten un point A dont il conviendra de préciser les coordonnées.
3. Le plan est muni d'un repére orthonormé  (O;~,+) (unité graphique : 1cm).

Tracer H, D, 4,D; 1 et Do.

Solution 1. Pour tout réel m, les abscisses des points d'intersection des courbes D., et H sont les solutions de
I'équation :

fm (X) AN (X) (Em)

dont I'ensemble de validité est  \{; 3}.
Les courbes D, et H ont autant de points d'intersection que  (Eq) a de solutions.

. . 2
En) 0 mx A5m AS/E'XXA'B
0 mx2A3mx Asmx A15m A3x A9 £ x| 2
0 mx2A (8m A 4)x A 15m A 11 A0.
(Ep) n'est pas une équation du second degré et :
11
(Eo) 0 4x A 11 /0 0 x/EiZ.

Donc, pour m /O, (En) n'a qu'une solution etdonc H et Dq n'ont qu'un point d'intersection.

Pour m , 0, (Ey) est une équation du second degré et le nombre de ses solutions est déterminé par le signe de son
discriminant : i ¢ ¢
Cm ABmA4L?; 4m(15m A11) A4 (4m A2)?; 15m?| 11m A4 m?A5mA4 .

' i ¢ , i5i3 i 5A3

¢m estdusignede m<A5m A4 . ¢ /E25; 4£ 4 A9, donc ¢, adeux racines : mlﬁET [Ei4 etml/ET /il
On en déduit le signe de ¢, suivant les valeurs de m :

m i4 il 0
tm [A 0 b A A
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D'ou l'on tire que :

— pour m 2{j 4;i 1;0}, H et D, n'ont qu'un point d'intersection ;
— pour m 2]i 4:i 1[, H et Dy, n'ont pas de point d'intersection ;
— pourm2]il ;i 4[[1i 1;0[[10;A1 [,H etDy, ontdeux points d'intersection.

Un point A(x,y) appartient a toutes les droites D, si, et seulement sipourtout m2 :yAmxAsmA3. Or:
y Amx A5m A3 0 (xAs5)m A3 y Ao0.

On cherche donc x ety pour que le polynéme en m :(x A5)m A3; y ; soit le polynéme nul. Cette condition est réalisée
uniquement lorsque : 1

x A5 A0

3i yAO

C'est-a-dire lorsque : (x;y) Z£(j 5;3).

Les droites D, concourenten A(j 5;3)

2.D, 4, D, 1 et Dg sont les droites d'équations respectives : 'y fE j4xi 17,y £ ixi 2 ety /3.

iXi2 il 3A1 E1A Donc H est limage de I'hyperbole d'équation
xA3 xA3 xA3’ g yp q

1
y /E; par la translation de vecteur i 3-A+. On déduit de cette étude la gure 11.5.

\

De plus, pour tout x 2Dy, 0ona:h(x) A

Cs

\
\
\
\
\

\
\
\
\
\

\

FiG. 1.5 — Représentation graphique de f.

Exercice 11.3.3. Le plan est muni d'un repére orthonormé  (O;~,+) (unité graphique : 1cm).

On considére les fonctions  f :x 7! 2x A3 eth :x 7! A3 ainsi que leurs représentations graphiques respectives D etH .

Déterminer algébriquement la position relative des courbe sD etH puis tracer ces deux courbes.
Solution La position relative des courbes D etH est déterminée par le signe de la fonction f i h dontl'ensemble de
dé nition est : \{i 3}. Pourtoutréel x :

1 E(zxAS)(xAs); 1/EZx2A9xA8
xA3 xA3 xA3

Calculons le discriminant du numérateur : ¢ A8l 4£ 16 A17.
Donc le numérateur a deux racines :

(f i h)(x) A2xA3j

o P17 oA P17
X1 F——— et Xo AF—m—.
4 4
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Onen déduitle signede f i h:

P 9i pﬁ i 9A pﬁ
X — i3
2x>Rox A8 A ) . A ) A
xA3 i i D A A
(fi h)(x) i D A i D A

D'ou l'on tire que :

, 19 "TT _joA"TY
- DetH s#ecoupentaux p"omt#s d'abscisse et — —.
pP—= pP—=
i9i 17 i 9A " 17
— pour x 2 %;i 30 IT;Al ,D estau-dessusde H ;
# 0" # R b_"
i 9i 17 i9 17
— pour x2 il ;% [ 3;'# ,D estau-dessousde H .

1
De plus H est Iimage de I'hyperbole d'équation 'y /E; par la translation de vecteur  3-. On déduit de cette étude la

gure 11.6.

|
l
\
\
\

X1 I E—

X2 Ol -

FiG. 1.6 — Représentation graphique de f.
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Chapitre 1l

Repérage

. . , N 1
Soit, un nombre réelnon nul et & un vecteur, désormais — désignera le vecteur : —t.

B B

lll.1 Repeéres cartésiens

Les coordonnées cartéiennes sont parfois appelées coordon nées rectangulaires.

I11.1.1 Repere d'une droite

Soit (D) une droite, A un point de (D) et & un vecteur directeur de (D).

1.2 Leradian

111.2.1 Dé nition

Une unité de longueur a été choisie. Soit C un cercle de centre O et de rayon 1 et A, B deux C

points de C. La mesure en radian (s) de AOBestla longueur de l'arc AB.
La longueur d'un demi-cercle de rayon 1 est %donc un angle plat mesure Yarad.
On déduit de méme le tableau de conversion suivant.

180 degrés || O | 30 | 45 | 60 | 90 | 180 | 270 | 360
£—- Va | Va| Val Va 3V ¢
Ya radians || 0| = | = | = | = | % | — | 2%
6 1]4]13]2 2

I11.2.2 Conversion

Pour convertir des degrés en radians ou des radians en degrés , il suf t de savoir que :

Yarad AE180°
On déduit immédiatement de cette égalité :
180 Y
lrad E—degrés et 1*E— rad
Ya 180

. Yo Y 3Ya 3 o,
Exemple 36~ AE36£ — A—rad; — rad /- £ 180 A108".
180 5 5 5

39
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11.2.3 Longueurd'un arc de cercle Co
= B
Soit C % un cercle de centre O et de rayon r et A° B les points d'intersection
respectifs des demi-droites [OA) et [OB) avec C Oet M la mesure en radian(s) de 0
A
AOB. L'arﬁ AﬁBﬁ est limage dg I'arc AB par un grossissement de rapport r donc : r B
longueur AB® /Er longueur AB . AB
3 M q
Or, par dé nition du radian: uAongueur AB ;donc: longueur AB® /r . > 1 A N
Nous en déduisons le théoréme suivant.
THEOREME III.2.1
Dans un cercle de rayon, r, lalongueur, *, d'un arc intercepté par un angle au centre de mesure, prad, vérie:

1,

C A

1

Z Y
Exemple Un angle droit mesure 54 rad, donc le quart d'un cercle de rayon 8 a pour longueur: 8£ EAAE41/4

I11.2.4 Exercices

Dé nition du radian

ll.2.a. 1. Convertir enradian(s) : 20 *, 40%, 80*, 120*, 180"
et 270%.

. ; Ya 2Ys Ya
Il1.2.b. 1. Convertir en degrés : — rad, — rad, — rad,
2Y. 3Y. 3Y. 5Y 7Y Y. 5Y
—4ra , —4rad, —4rad, —Arad, —4rad, = rad et —Arad.
3 10 4 6 6 12 10

Longueur d'un arc

Ill.2.c. Calculer lalongueur d'un arc de cercle de rayon 3
. , 2Y4
intercepté par un angle au centre mesurant ?rad.

[11.2.d. Calculer la longueur d'un arc de cercle de rayon 4

. , 2Y.

intercepté par un angle au centre mesurant EArad.

Ill.2.e. Calculer lalongueur d'un arc de cercle de rayon 5
3Y

. . Lo 4
intercepté par un angle inscrit mesurant Trad.

[11.3 Angles orientés

L'objectif de cette section est d'introduire le concept d'a
orienté.

[1.3.1 Orientation du plan

Orienter le plan, c'est choisir un sens positif, ou direct,d e parcours des
trique, c'est-

cercles du plan. Par convention on choisit le sens trigpnomé

Mesure d'un angle

I11.2.f. Dans un cercle de rayon 4, déterminer la mesure
en radian(s) puis en degrés de I'angle au centre intercep-

tant un arc de longueur >
[11.2.g. Dans un cercle de rayon 5, déterminer la mesure

en radian(s) puis en degrés de I'angle au centre intercep-
tant un arc de longueur 3.

Calcul du rayon

5Y. .
I1l.2.h. Dans un cercle, un angle au centre de ?4 rad in-
tercepte un arc de longueur 6.

Déterminer le rayon du cercle.
. . . 5Y4 )
[l1.2.i. Dans un cercle, un angle inscrit de - rad inter-

cepte un arc de longueur 6.
Déterminer le rayon du cercle.

ngle orienté et de préciser ce qu'est une mesure d'un angle

a-dire le sens contraire des aiguilles d'une montre, comme s ens positif.
Ainsi, dansla gure I11l.1, ABC estun triangle de sens directalors que DEF
est un triangle de sens indirect. Le triangle ACB est orienté dans le sens B c F E

indirect.

Fle .JII.]D—cOrielatations du plan

Un repére (O ~,+) est dit orthonormé lorsquiil est orthogonal  ~? + etnormé® '°~° /£°+° &1 .
Sur la gure 1.2 {e triangle OI1J est direct alors que le triangle ABC est indir ect. On dira que le repére (O; ~,+) est direct

etque lerepréere A;b,e estindirect.

1 es vecteurs~ et 1 sont alors dits unitaires

PoNTUs DE TYARD—20082009
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~ I € C
3 A -

O
le reprére (O;~,t) est orthonormé direct lereprére A;b,e estorthonormé indirect

FIG. Ill.2 — Repéres orthonormés.

Dans tout ce chapitre le plan est muni d'un repére orthonormé  direct (O;~,1), et l'unité de mesure des angles est
le radian.

111.3.2 Introduction

L'objet de ce paragraphe est de donner un apercu des notions q ui se- c

ront dé nies dans les paragraphes suivants.

En college on utilise l'angle géométrique, c'est-a-dire I' écartement

entre deux demi-droites de méme origine. B

Surla gure I11.3, nous avons : AOB ABOA et AOBA BOC £20C.

Ce formalisme est souvent pratique, mais il a ses limites.

Par exemple on aimerait pouvoir af rmer que la rotation de ce  ntre

O et d'angle 60* dans le sens négatif est la rotation de centre O et o

d'angle | 6(54. Ainsi les rotations de centre O et d'angles 60 * et j 60* R

4 . L . ' '
i 3 rad et —rad seraient réciproques l'une de l'autre.

Pour légitimer une telle af rmation, nous introduirons un n ouveau

. . o N o FiG. 111.3 — Angles géométriques
type d'angle : 'angle orienté. Langle orienté sera I'écar tement entre

deux vecteurs. v,
Surla gure Ill.4, ABC est un triangle équilatéral orienté dans le sens direct , donc: ABC/EE rad.
A A A
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\\ 1/4 \\ . ]/4 \\
\ a \ [ \
\ 3 \ 3 \
B C B 3 I L B C
=z Fic. Ill.4—Angles orientés BC BA et BA BC .

I I Bk
Sur les deux premiers triangles, la éche va du vecteur BC auvecteurBA | elle symbolisera dgnc l'angle Bc ba . sur
I.. I. I.. I-
le derniertrsiangle ,la écshe va du vecteur BA auvecteur BC, elle symbolisera dosnc l'angle "BAS\ bc .
ok ik . , , . ook ok
Les angles bc ,'BA et BA ,13C sont dits opposés. Nous pourrons donc écrire : Ba ,BC A bc ,'BA .
3 .
Y, 5Y, Yk
Dans les deux premiers triangles, §4rad (c'est-a-dire 60 *) et j EArad (c'est-a-dire j 300%) sontdeux mesures de bc Ba ;
} Ya SV
3’3

. ook Yo Wk 5Y4
nous pourrons écrire, par abus de langage : ke ,'BA /E§4et 210 ,'BA /Ei?4; pourtant :
S ¢
ook Y . .
Dans le dernier triangle : Ba bc £ i 54. Plus généralement, certaines remarques s'imposent.

Remarques
1. Un angle orienté a plusieurs mesures en radians.
2. Deux angles opposés on des mesures opposées.
Y
Exemple Surla gure 111.2 nous constatons qu'il y a deux angles droits orientés : I'ang le droit direct (de mesure 54 et
Ya
représenté par (~,1)) et l'angle droit indirect (de mesure i 54 et représenté par (b,€)).
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Nous déduisons de cet exemple qu'il existe deux type de repér es orthonormeés :

Ya
1. Les repéres orthonormés directs. Le repére orthonormé (O ;~,1) est direct lorsque (~,1) /EEA_

Y.
2. Lesreperes orthonormés indirects. Le repere orthonormé (O ;~,1) estindirect lorsque ( ~,1) &£ i 54.

Etant donné un angle orienté, deux questions se poseront nat urellement, combien a-t-il de mesures ? quelles sont-
elles?

111.3.3 Image d'un nombre réel sur le cercle trigopnométriqu e

le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O; ~,1).
DEFINITION 111.3.1
|| Le cercle trigonométrique, qui sera noté U, est le cercle de ¢ entre O et de rayon 1.

Remarque Un point M est donc un point de U si, et seulement si E)M est un vecteur unitaire.

Dans la suite A, A, B et B' seront les points de coordonnées

respectives (1;0), (j 1;0), (0;1) et (0;j 1). lsa dreite (T) sera la

tangente a U en A. On la munit du repere  O;f . La droite (T)

ainsi graduée représente l'ensemble et l'assimile a un |

inextensible et sans épaisseur. On enroule I'ensemble ainsi

représenté sur le cercle trigonométrique en tournant dans | e

sens positif pour les nombres positifs et dans le sens négati f

pour les nombres négatifs. A tout nombre réel  x, on associe ainsi

un point M de U.

Exemples

1. Oapourimage A;

2. Un quart de cercle trigonométrique a pour longueur, -,
LA . Ya . 0 2

donc > a pour image B et j > a pour image B”;

3. Undemi-cercle trigonométrique a pour longueur, ¥4 donc Ya

i Yaont pour image A%

4. U est un cercle de rayon 1, il a donc pour circonférence 2Ya;

donc 2¥.et i 2%o0nt pourimage A;

5. plus généralement, tous les nombres de la forme, k2% (avec

k2 )ontpourimage A;

6. réciproquement on obtient ainsi tous les antécédents de A;

7. les nombres x et x A 24 sont a une distance de 2% !'un de

l'autre, leurs images seront donc écartées l'une de l'autre d'un

tour : les nombres x et x A 2¥sont tous deux pour image M ;

8. plus généralement les nombres qui ont pour image M sont

les nombres de la forme : x Ak2Vsaveck 2 ;

9. en particulier, les rzombres qui ont pour image B sont les

7
nombres de la forme : EAA k2Vsaveck 2

e . s gz . - N . =1
Nous déduisons des ces considérations le théoréme suivant. i Va

THEOREME I11.3.1 , ; .
Pour tout nombre réel x et nombre entier k : les nombres x et  FIG. .5 —Image d'un réel sur le cercle trigo-

x Ak2vsont la méme image sur U. nometrique.

DEFINITIONS 111.3.2
‘ Soit x un nombre réel et M son image sur U. le cosinus et le sinus de x , noté respectivement cos x et sin x, sont

respectivement I'abscisse et I'ordonnée du point M.
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B
Remarque La dé nition ci-dessus est cohérente avec les dé nitions du  co- -
sinus et du sinus d'un angle d'un triangle rectangle vues au c ollége. En effet, . Q
au college, le cosinus ou le sinus d'un angle géométrique est dé ni lorsque snxpg=====77 I M(x)
Ila mesure de cet angle flsqt comprise entre 0* et 90%, c'est-a-dire entre Orad et :
frad. Or, pour x 2 0; Z , le point M est dans le premier cadran. Désignons :
par P et Q les projetés orthogonaux respectifs du point M sur| es axes (OA) et I
(OB) ; le quadrilatere OPMQ a trois angles droits (en O, P et Q) c'est donc un t :
rectangle. Dans le triangle POM, rectangle en P, nous avons a lors : X I

P
OP . PM .
cosPOM /EO—M AEOP Acosx et sinPOM /EO—M AEPM AOQ Asin x ) ~ COSX IA

FiG. 1.6 — U dans le 1" cadran.

Nous avons : OM /1 ; donc : OM? /1. De plus les coordonnées de M sont toutes deux comprises ent re j 1 et1, enap-
pliquant de plus le théoreme 111.3.1, nous en déduisons le théoréme suivant.

THEOREME I11.3.2

Pour tout nombre réel x et tout entier k :
(1) cos?x Asin?x /1.
) i LTEcosxE 1.
(3) i LEsinxE 1.
(4) cos(x Ak2Y) Acosx.
(5) sin(x Ak2Y) /Esin x.
. Ya
) . Yo 3V 5 =
Exercice 11.3.1. X estun élément —,— etsin x £—. Déterminer cosx. 2
2° 2 13 W
. 2 o 25 144 127
Solution Nous avons :cos“x &£l sin“x Ali —AEA—F — ;
169 169 13
12 12
donc: cosx £— ou cosx AEi—. +
. 1}3 L. 13
Deplus:x 2 54, > ; donc (voir graphique ci-contre) cosx est négatif; o
donc :
12
cosx Eij—.
13

Les valeurs particuliéres suivantes ont été vues en classe d e seconde)./
pL_
Ya Ya Ya Ya —3
x |o| 2| 2| Z z >
B A 3 2 _“
"3 2] 1 2
cosx | 1| — | — - 0 1
2 L 2
. 1 2 3
sinx | O = — | = 1
2 2 2
g —
3 pP-
tanx | O 3 1 3 | non déf.

I11.3.4 Mesures d'un angles orienté

Les dé nitions 111.3.3 se déduisent de I'étude précédente.

DEFINITIONS I11.3.3
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O; ~,1).

Soit x et x°deux nombres réelset M et M Cleurs images respectives sur U.
Q) Les mesures de l'angle ot EDM sont les nombres de la forme x Ak2¥sou k est un entier relatif..

i . .
(2) Les mesures de l'angle BM ,OM? sont les nombres de la forme xoi x Ak2¥:00 k est un entier relatif.
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Moix0¢
Notations et vocabulaire Par abus de langage on peut écrire :
bm, bme Ax% x.
La notation suivante est rigoureuse : M(x)

. )
S)M,!)MO Ax% xAk2va (k2 ).

LCette assertion peut également s'écrire en termes de congru ences : »
!)M,!%MO ’ xoi, X mod 2¥% ou 6M,5M° /Exoi X (mod 2¥) ou ' X
encore bM ,EMO “ X% x (29).

Ces derrgiéres formules se lisent toutes :
« ODM,0M? est congru a xoi X modulo 2%a».

o) - l
Fig. 1ll.7 — Mesure d'un angle orienté
entre deux vecteurs unitaires.

Remarque Les dé nitions 111.3.3 sont indépendantes de mesures x et x%choisies. En effet, soit y et y°deux autres me-

sures respectives , des angles ~,O0M et ~,OM O llexiste deux entiers k°et k%tels que:y AxA k%vset yO/Exo,Z\ k%,

Posons :k Ak% k° Nous avons alors : y°; y A(xAKk"%vy ;i (x Ak%v) AxO x A (k% k92vamx® x Ak2vs; donc X% x

et y% vy sont deux mesures d'un méme angle puisqu'elles différent o' un multiple entier de 2% Nous pouvons écrire :
M, OM 0 /CEy0 iy.

La dé nition 111.3.3 précise les mesures de lI'angle orienté entre deux
vecteurs unitaires. Il faut maintenant dé nir les mesures d  'un angles
(tt,%) entre deux vecteurs non nuls.

DEFINITION 111.3.4

Soit t et ¥ deux vecteurs tous non nuls et x et x° deux nombres réels
) ) . o

dont les images respectives sur U, M et M 0, véri ent : !)M 2
t

i ¥

et  OMOEZ—=2.
v

3 .
i .
Les mesures de (t¢,%) sont les mesures de E)M ,OM? ; c'est-a-dire les

FiG. 111.8 — Mesure d'un angle orienté.
nombres réels de la forme : x°% xAk2va (k2 )

Remarques

1. Levecteur !)M (respectivement iOM o) est le vecteur unitaire de méme direction et de méme sens que t (respecti-
vement v ).

2. Sil'un au moins des deux vecteurs est nul, alors l'angle (4,%) n'est pas dé ni.

3. Dans le cas ou les vecteurs & et ¥ sont unitaires, les dé nitions 111.3.3 et 111.3.4 coincident, la dé nition 111.3.4 est

donc une extension de la dé nition  111.3.3.
3 ;

ok Ya
Exemple Dans la gure Ill.4 : bc Ba ﬁE§4/3\ k2¥. (k2 ), en faisant varier k de j 2 a2 nous en déduisons que :
1% 5% Y 7% 13% i

E Ok
i —=""- sont des mesures en radians de BC BA .

' 3'3'3"' 3

. e . . , Ya
On aimerait Iégitimer les expressions du type : « I'angle ori enté de mesure 3 ».

DEFINITION 111.3.5 E GALITE DE DEUX ANGLES ORIENTES
|| Deux angles orientés égaux sont deux angles orientés qui ont les mémes mesures.

Remarque Cette dé nition implique, entre autre, qu'un angle orienté est déterminé par I'une de ces mesures.

3 3 73
T E Ok ok
Exemple Dansla gure I1l.4, BC BA , 'aB AC , tA EB sontdes représentants de I'angle orienté dont 'une des
Y.
mesures est §4 rad.
On déduit de la dé nition  [11.3.4 le théoréme suivant.
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THEOREMEO|II.3.3
Soit x et x~deux nombres réels. Les propositions suivantes sont équiva lentes.

1. x et x%sont des mesures en radians d'un méme angle orienté
2. x et x%ont la méme image sur le cercle trigonométrique

3. x% x estun multiple entier de 2 ¥4

4. x” x%mod2vj

27314 5

0 Y4
etx ﬁEi?. Ona:

Exemple Considérons les nombres x et x°dé nis par: x A

021314, 5Ya _2736Y4
Xi X A& 6 A?AE FEAS6YaAE228E 2Y4 avec2282

2731 5Y.
e i E‘t(modzl/‘).

Donc x et x°ont la méme image sur U, ce sont deux mesures d'un méme angle or ienté et :

On passe d'une mesure d'un angle orienté & la suivante en ajou tant 2%et ]j ¥4%4 est un intervalle d'amplitude 2 %;
donc tout angle orienté a une mesure et une seule dans cetinte rvalle. Nous légitimons ainsi la dé nition suivante.

DEFINITION [11.3.6
|| La mesure principale (en radians) d'un angle orienté est cel le qui est dans l'intervalle ]i %%4.

Notations et vocabulaire

— Langle nul est I'angle dont la mesure principale est 0,

— l'angle plat est I'angle dont la mesure principale est  Ya; y y
— l'angle droit direct (respectivement indirect) est I'ang  le dont la mesure principale est 54 (respectivement j 54).

Le théoréme suivant est immédiat.

THEOREME I1.3.4
‘ () Deux vecteurs non nuls t et ¥ sont colinéaires et de méme sens si, et seulement si: (t,v) AO.

(2) Deux vecteurs non nuls t et ¥ sont colinéaires et de sens contraires si, et seulement si: (t,v) &Y

3
I.. I.
Remarque Soit A, B, C trois points non alignés et [ la mesure principale de nB ,'"AC .
— le triangle ABC est orienté dans le sens direct si, et seulem ent si, n2]0;%4 ;
— le triangle ABC est orienté dans le sens indirect si, et seul ement si, u2]i ¥%0[;
Le théoreme suivant est une conséquence immédiate des dé ni  tions 111.3.4,111.3.5 et I11.3.6.

THEOREME I11.3.5
‘ () Pour que deux angles orientés soient égaux , il suf t quiils a ient une mesure en commun.

(2) Pour que deux angles orientés soient égaux , il suft quiils a ient la méme mesure principale.

Remarque (2) estun cas particulier de (1)

. 1715 _, . L
Un angle a pour mesure en radians : 5 Déterminons sa mesure principale.

. ) Ya Ya . . -
La mesure connue est un multiple entier de r et 3 est la mesure d'un douziéme de tour. On a donc l'idée de divise r

1715 par 12.

1715|112
51 142
35
11

Ainsi :
1715/142£ 12A 11
Y.

Multiplions membre a membre cette égalité par EA’ il vient :

1715, 11Y,
[E142E 2VaA 5

. 11v L L .
Mais TA n'est pas une mesure principale d'angle orienté, on écritdo nc:

1715/ Ya
AE143E 2Y4; 5
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Ya
L'angle a pour mesure principale: érad
Exercice 111.3.2. Ondonne: (,v) ﬁE17891/4. Déterminer la mesure principale de (& ,v).
. 1789% 1789
Solution Ona: 1 /ETEZ%
1789)| 8
18 223
29
5
Donc :
1789 /223£ 8A5;
dotr :
17894

5Y.
FE223E 2VA 74;

. 5% l‘151/4 T
mais 7 Y]i Y4Y] et Ti Y4 2] Y44, donc:

178

3%
FE224E 2V i

31
(u,%) a pour mesure principale : i 74 rad

k%

THEOREME I11.3.6 0
‘ Pour tous vecteurs non nuls t et ¥ et pour tops réels stric-

tement positifs k etk®ona: (¢,v) Z ket k%

Démonstration  Introduisons les points M et M 0 comme dans la dé -

nition 111.3.3. D'une part les vecteurs t et ktt ont la méme direction et

le méme sens que E)M, d'autre part les vecteurs ¥ et kv ont la méme Mku t
direction et le méme sens que oM donc, d'apresla d%nition III§.3, les

angles (t,v) et iku,k%‘tont les mémes mesures que g)M s om0 ; puis,

d'apres la dé nition 111.3.4, ces trois angles sont égaux. & i ¢
FIG. 1.9 — (&,v) & ktt k% .

I11.3.5 Somme de deux angles orientés

Puisqu'un angle orienté est déterminé par I'une de ses mesur es, il semble Iégitime que la somme de l'angle de
1

Ya Ya . T4
3 rad et de I'angle de 2 rad soit l'angle de - rad.

DEFINITION I1.3.7 i ¢
|| La somme de l'angle de mesure ®rad et de I'angle de mesure ~ rad est I'angle de mesure ®A™ rad

Remarque Comme dans la remarque consécutive a la dé nition  111.3.3, cette dé nition est indépendant des mesures
choisie.

i . ¢ . ¢ i - ¢ 2y, . ¢ 3Y
Exemple Considéronsdeuxangleslhl,'*/1 etlhg,'vz tels que .-'Ll,'vl /ETAetlijg,lvg /E74'
Onadonc:lhl,lvl AILZ,'VZ /E74.
it 1 ¢ 2v, it & ¢ 3V it r ¢ i+ 1 ¢ BY
Maisonaaussi:lhl,lvl /E74A2£ 21/4etli12,'1/2 /ET4A3£21/4;donc:li11,'*/l Alhg,lvz /E74)3\5£21/4

5%

5Y . . PN . )
Les nombres 2 et 74A 5£ 2Yasont bien deux mesures d'un méme angle puisqu'ils different  d'un multiple entierde 2%
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THEOREME II1.3.7 R ELATION DE CHASLES
Pour tous vecteurs non nuls t, v etw :

(e, %) A (v, w) At w).

Démonstration  Soit x, x°et x°’des nombres ayant respectivement pour
images sur U les points M, M 0, M%els que:
b oo 0 to¥e 00, W,
M AE— ;OM” £— ;OM " AEr——.
[l ¥ w
D'apres le théoreme 111.3.6 et la dé nition 111.3.7 :
(6,v) A (v, w) & bm, om0 A OmO,bmoo
i ¢ ¢
/Elxoi X Alxool x°
;Eﬁ‘m. X
b i 0o .
/£ OM,0M Fi1G. 111.10 — Relation de Chasles.
AE(t, W)

DEFINITION [11.3.8
|| Deux angles opposés sont deux angles dont la somme est nulle.

THEOREME I11.3.8
|| Soit (t,v) un angle. (t,v) n'a qu'un opposé : (v, ).

Démonstration Soit x une mesure de (t,v), d'aprés la dé nition 111.3.7, les opposés de (t,%), sont les angles de mesure j x et il n'y en a qu'un.
D'apreés la relation de Chales (théoréeme 111.3.7) et le théoréme 111.3.4 : (¢,v) A (v, &) At t) £0. &

Notations et vocabulaire  L'opposé de (t,¥) estnoté i (t,%). .

Soustraire un angle, c'est ajouté son opposé, ainsi: (4,%)j w,t At ¥)A It,w .

On déduit de ces considérations et des valeurs remarquables vus en classe de seconde les valeurs remarquables sui-
vantes.

FiG. 11l.11 — Valeurs remarquables de sin et cos.
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I11.3.6 Exercices
; p —
Image d'un nombre sur U h ) 102" 5

Ill.3.a. Placer sur le cercle tr|90nometr|que les images
1

des nombres suivants : —'
3'4°6°

I11.3.b. Placer sur le cercle trlgonometrlque les images
des nombres suivants : j —

I.3.c.

3’ Vi Z Vi E )

Placer sur le cercle trigopnométrique les images
. 2% 3Y4 5V

des nombres suivants : —; —; —

3 4 6
I11.3.d. Placer sur le cercle trigopnométrique les images
. 2% 3Ya 5V
desnombressuivants: j — ;i — ;i —;
3 4 6
Il1.3.e. Placer sur le cercle trigpnométrique les images

. SYa 7% 25Y
des nombres suivants : 3 ; 7 ; 5 ;

Ya  178%a . Al
I11.3.f. Les nombres 3 et ont-ils la méme image

sur le cercle trigopnométrique ?
1
4
[1.3.9. Les nombres 3 et

Ya . " .
ont-ils la méme image
sur le cercle trigonométrique ?

14924 ot 2008Y4

11.3.h.
image sur le cercle trigpnométrique ?

Les nombres ont-ils la méme

recherche de cos x ou sin x

. » V72 3
11.3.i. xestunélément —,— etsinx A& j-.
2 2 5
Déterminer cos X.
. Lo 3
l1.3.j. xestuneélément [j ¥40] etcosx A j rh

Déterminer sin X. 3 ,
_2

l1.3.k. 1. Développer: 1A p5

10 2 5

etsinx A&
4

2. x est un élément

Déterminer 2cos X.

Mesures d'un angle orienté

II1.3.I.  Parmi les nombres suivant, quels sont ceux qui

sont la mesure principale en radians d'un angle orienté ?
24 p pP— 41/4
P 3,100, 7,

Yy 178%4
[1.3.m. Les nombres 3 et

sont-ils des mesures en

radians d'un méme angle orienté.

2008Y4
11.3.n. 9 et

sures en radians d'un méme angle orienté ?
814Y, 1945,
13 € 13
en radians d'un méme angle orienté ?
1904Y4
3 3 .

Déterminer la mesure principale de ~,8)M et placer le
point M.

1790%4

Les nombres sont-ils des me-

sont-ils des mesures

I11.3.0. Les nombres

I11.3.p. Mestlimage sur Ude

2061Y4

6 3 .
Déterminer la mesure principale de ~,8)M et placer le
point M.

I11.3.g. Mestlimage surU de

19034

3 ,

I11.3.r. Mestlimage surU de

Déterminer la mesure principale de ~,8)M et placer le
point M.

[11.4 Applications de la somme deux angles

l11.4.1 Angles associés

DEFINITIONS [l1.4.1

() Deux angles complémentaires sont deux angles dont la somme e st I'angle droit direct.
2 Deux angles supplémentaires sont deux angles dont la somme e st I'angle plat.
3) Deux angles different d'un plat sont deux angles dont la diff érence est I'angle plat.

Les remarques suivantes sont illustrées par la gure
Remarques SgitM etM 0gleux points de U.

1. Les angles3~ M et

1.13.

OM0 sont opposeés si, et seulement si, M et M’ sont symétrique parr apporta OX.

2. Lesangles ~ !)M et ~ EMO sont complémentaires si, et seulement si, M et M' sont symétr  ique par rapport a la

droite ¢ d'équation : y /EX. .

3. Les angles ~OM et ~ EMO _sont supplémentaires si, et seulement si, M et M' sont symétr  ique par rapporta Oy.

4. Lesangles ~ E)M et ~ !)MO différent d'un pIats: et seulement si, M et M' sont symétriq  ue par rapporta O.

5. Soit ABC et ABXCC deux triangles. Siles angles
et ABYCC sont orientés en sens inverses.

3
AB ,'AC et AOBO,AOCO différent d'un plat alors les triangles ABC

PoNTUs DE TYARD—20082009
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THEOREME IIl.4.1 0
Soit t et ¥ deux vecteurs non nuls et k k™~ deux réels non nuls.

. - [ P
(2) Si:kk°E 0; alors les angles ktt ;k°v¢et (& ;%) sont égaux.
. i . )
(2) Si: kkOC 0; alors les angles kt ;k% et (&t ;%) different d'un plat.
Démonstration ) Sik et k9sont strictement positifs, alors le résultat provient de la  dé nition 111.3.4. Sinon, k et ksont strictement né-
gatifs et le résultat provient de la relation de Chasles, de | a dé nition 111.3.4 et du théoreme 111.3.5 :
i ¢ i ¢ i ¢ ¢
Iku;k% (CH] ku)AIi ke i k% Ali K% k% Ii ke i k% (& ;%) (mod2%j.

(2 sikeoetk’Co: _ ¢ ¢ ¢
Iku;kqv/ g ;ku;#' k% A;i kQ\{*I;k%}' (& ;%) A4 mod2Yj.
z

(o v) Ya
X ¢
Sinon, k C 0 etk®E 0 et d'aprés (1) et ce qui vient d'étre établi: 'ku : k%" Lkesi k% (83v) AV mod2Y). &

k COetk°Co KEOetk°E 0 KY Coetk®E0 KEOetk

i ¢
Fi1G. 111.12 — Relation entre Iku;kqv/ et (¢;%).

Notations et vocabulaire  L'angle (t,%) A (¢,%) est noté : 2(4,%).
Plus généralement, on dé nit de la méme fagon le produit d'un  angle par un entier relatif non nul.

THEOREME I11.4.2
|| Deux angles ont le méme double si, et seulement si, ils sont ég aux ou différent d'un plat.

) ) . i ¢ )
Démonstration Soit (¢,v) et w,t deux angles de mesures respectives x et x%0ona:

2(u,v)/E2iw,T¢ 0 2x E2xOAk2vs (k2 )
0 x AxOAkYs (k2 )
0 xi xOAkY: (k2 )

Dans le dernier membre de I'équivalence : ¢
— lorsque k est pair, I'égalité signi e que les vecteurs  (t,v) et w t sqnt égaux;
— lorsque k estimpair, I'égalité signi e que les vecteurs  (t,v) et w,t different d'un plat.

4
On déduit de ce théoreme et de la derniere remarque ci-dessus le corollaire suivant.
COROLLAIRE I11.4.3 3%
Soit ABC et AB%C deux triangles tels que : 2 \g AC /2 AOB0 AOC0 ;s .
(2) Si les triangles ABC et AB%Csont orientés dans le méme sens alors : AB AC et AOB0 AOC0 sont égaux.
(2) Si les triangles ABC et AB%CC sont orientés en sens contraires alors : B AC et AOB0 AOC0 différent d'un
plat.

On déduit des théoremes 111.4.2 et 111.3.4 le corollaire suivant.

COROLLAIRE I11.4.4
|| Deux vecteurs non nuls u et ¥ sont colinéaires si, et seulement si: 2 (u,v) A0

l11.4.2 Formules de symétries

Les formules suivantes se déduisent de fagcon immédiate dela gure [11.13. Pourtoutréel x,ona:

cos(j x) Acosx cos(¥j X) A jcosx cos(Y4A x) £ j cosx (lll.1)
sin (j x) £ jsinx sin (Y4 x) Asin x sin (WA x) £ jsinx (111.2)
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M3 (Y4 X)

FiG. 111.13 — lllustration des formules de symétries

- 3 -

*y, v,

cos 541 X /Esin x cos EAAX /E jsinx (11.3)
31/4 ’ 31/4 ’

sin S0 X /ECOosX sin EAX FECOSX (11.4)
Y.

Si de plus x n'est pas multiple 54, ona:

tan (j x) &£ jtan x tan (Y4 x) /E jtanx tan (YA x) /Etan x (111.5)

Ya
tan —j x A&
2

o
tan E4AX /i (111.6)

|
tan x tan x

I11.4.3 Etude des fonctions sinus et cosinus

D'aprés la dé nition  111.3.2 les fonctions sinus et cosinus dé nies sur . De plus, d'aprés le théoréme 111.3.2, les
fonctions sinus et cosinus sont 2 Yxpériodiques. Nous pouvons donc réduire leur étude a un inte rvalle d'amplitude
2Va: [i Y4¥4; puis nous compléterons les courbes obtenues par des trans lations successives de vecteurs 2% et j 2.
Pour tout réel x : cos(j x) Acosx et sin(j x) & j sin x ; nous en déduisons que la fonction cosinus est paire et que la
fonction sinus estimpaire. Nous pouvons donc réduirel'int  ervalle d'étude &[0, ¥4 puis compléter les courbes obtenues
par la symétrie d'axe O y dans le cas de la fonction cos et par la symétrie de centre O dan s le cas de la fonction sin.
Pour tout réel x : cos(¥%j x) A& jcosx et sin(¥%j x) Asinx ; nous en déduisons, d'aprés la remarque Consécgtli/ve au

théoreme 1.4.3, que la courbe de la fonction cosinus est symétrique par rapp ort au point de coordonnées 54,0 et,
d'aprés la remarque c?nsécutive au théoréme 1.4.1, que la courbe de la fotqctilgp sinus est symétrique par rappor ta
4

l'axe d'équation : X "E;‘ Nous pouvons donc réduire l'intervalle d'étudea 0, 7
Y,
Sur la gure 111.7, nous constatons que lorsque x variedeOa —4, son image M( x) varie de A a B sur U et dans le premier

cadran et cos x diminue alors que sin x augmente. Nous en déduisons les tableaux de variations ci-d essous.
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Ya Va Ya Va
x |0 & 2 = =z
6 4 3 2

COSX 2 T =1
2 370

" Be TAGSUTY: 57433 2Ys

BRI )

51

Ya Va Ya Va

x |0 2 =2 2 Z

6 4 3 2

sinx 1_ -7

— 2, 2
h—i
0;—

Yo Ya Ya SYaTYl1Ya 2% 13Y

Pour tout nombre réel x, nous avons : sin x AC0S X j 3 ; hous en déduisons que la représentation graphique de la

fonction sinus et I'image de celle de la fonction cosinus par

573V 2%

EEEEREEE

Ya

la translation de vecteur

P2 LViTViSY 3 AViBVaTVs
6432 "§4d6___ N

I11.4.4 Coordonnées polaires

Un point M, distinct de l'origine peut-étre repéré par ses co

(O;~), signi e que OM  Ar et ~,OM

" p(mod2%). Le schémadela -

ordon-

nées rectangulaires (a,b) ou par ces coordonnées polaires [ r, ).

Dire que M a pour coordonnées rectangulaires ( a,b) signie que
M AEa-Abt.

Dire que M a pour coordonnégs polaires [ r, ], par rapport au repére

[ R

gure 111.15 résume les régles de passage d'un systéeme de coordonnées

al'autre.

coordonnées rectangulaires
M AEa-Abt

Fi1G. 111.14 — Coordonnées polaires

coordgnnées polaires
OM Ar et ~,OM ~ p(mod2vj

FiG. I11.15 — Formules de conversions coordonnées polaires Al

2
a / rcosp
b A rsinp

coordonnées rectangulaires
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3
Notations et vocabulaire  Le nombre réel positif r est appelé rayon ou parfois rayon-vecteur. L'angle ~,E)M ou
I'une de ses mesures, |, est appelé angle polaire. Le point O est appelé péle et l'axe (O;~) est appelé axe polaire.
De méme que pour les repéres cartésiens, les coordonnées pol aires d'un vecteur E)M sont les coordonnées polaires
du point M.

I11.4.5 Formules d'addition

THEOREME I11.4.5
Pour tous nombres réels aetb :

(1) cos(aAb) /Ecosacosbi sinasinb et  sin(aAb) /cosasinbAsinacosb.
(2) cos(aj b) EcosacosbAsinasinb et sin(aj b) Asinacosbj cosasinb.
Démonstration 1) Soit a etb deux nombres réels, M, N, P les images respectives

Y.
dea,aAb,aA EA sur U. Dans le repere (O;~), les points M, N, P ont respectivement pour
1
coordonées polaires : [1;a] ;[1;aAb]; 1;aA EA .Nous en déduisons que : !)M fEcosa~A 3 .

SV Y w0z 1t MmO
sina+;bNSAEcos(a/E\b}Asin(aAbﬁ;IbP /Ecos a/i\g ~A a/ig +ﬁEisina~,313\cosa+., M™aA > M (aAb)

k
Le couple !)M,bP est une base orthonormée direct. Relativement au repére O;E)M
le point P a pour coordonnées polaires : [1; b]; donc:
p p p [1; b] M(a)
[>—a

cos(@Ab)-Asin(aAb)t /EbN .
/Ecost)M Asinbbp ¢ ) ¢
/Ecosb cosa~Asinat Asinb Y sina~Acosat
/E(cosacosb sinasinb)~A (cosasinbAsinacosb)+.

Les cordonnées du vecteurs bN sont uniques, nous en déduisons les égalités désirées.

2) Utilisons la parité des fonctions sin et cos ; il vient pourto  usréelsaetb:

o o FiG. l1l.16 — Formules d'addition.
cos(aj b) Acosacos(j b)j sinasin(j b) AcosacosbAsinasinb

sin(aj b) ZAcosasin(j b)Asinacos(j b) Zsinacosb cosasinb. a
Ya

Exercice 1ll.4.1. Calculer le cosinus de —.
. 5Ya 3%, 2Y% Ya, Ya
Solution Nous avons : — E— A — /£~ A = : donc:
12 12 12 4 6
5Y4 Yo Ve Ya s P2 p§ P2 1 péi P2
cos— Acos—cos—i sin—sin—/FE—£ —j —£ - /F .
12 4 6 4 6 2 2 2 2 4

I11.4.6 Formules de duplication et linéarisation

En prenant pour b le nombre a dans la propriété (1) duthéoreme I11.4.5, nous obtenons le théoréme suivant.

THEOREME II1.4.6 F ORMULES DE DUPLICATION
Pour toutréel a,ona:

cosZaﬁEcoszai sinzaﬁEZcoszai 141 2sin’a sin2a A2sinacosa

On déduit de la premiére formule le théoréme suivant.

THEOREME I11.4.7 F ORMULES DE LINEARISATION
‘ Pour tout réel a,ona:

, _1Acos2a ., _1j cos2a
cos aﬁET sin aﬁET.

1.5 Compléments

Les considérations évoquées dans cette partie, ne sont pas e xplicitement aux programme, mais pourront toutefois
étre utile aux éleves désireux d'en savoir plus.
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l11.5.1 Formules de trigonométrie avec tan

l11.5.2 Quelquesthéorémes sur les angles orientés

Le théoreme sur la somme des angles d'un triangle s'étend par le théoreme suivant.

THEOREME III1.5.1
Soit A, B, C trois points deux a deux distincts.

3 c 3 - g

li i [ i I i ,

nBAC A Bc BA A tatB © vymod2yjy.
Démonstration Ce theoreme estune consequencelmmedlate dela relatlon deC hasles etdutheoreme .4.4 :

'}AB A Bc Ba A l:A ‘ts - '}AB A bB e A l:A ts - l:A e - Y{mod2%j.

4
Le théoréme suivant est la version « angles orientés » du théo eéme de l'angle inscrit.

THEOREME II1.5.2 T HEOREME DE L'ANGLE INSCRIT
Soit C un cercle de centre O, et A, B, M trois points de Ctels que M est distinct de A et B.

3 3
k k
2 Ma:lis - babe (mod2%).
Démonstration Les triangles MOA et MOB sont |soceles en O dongc, d' apres leth éoreme III 5.1:

bA VRET 2, K/lo Ma - 2, MA K/lo Avqmod2vj
BM BB v 2 MB ,R/lo "2 ﬁ/lo ,MB i Y{mod2%j

Par somme et en utilisant la relation de Chasles, nous en dédu isons le résultat recherché. a

Remargue Ce théor¢me est plus général que le théoréme usuel. En effet, soit N un autre point de C. Nous avons
alors : 2 k/IA k/l ’ i)A bB 2 NA;NB (mod2%)j.

D'apres le corollaire 111.4.3, deux cas sont a envisager :
— siles points Mgt N interceptent le méme arc, alors les ABM et  ABN sont orientés dans le méme sens et les angles

A ;MB et NA ;NB sontégaux;
— siles pgints M et N interceptent-deux arcs différents, alor s les ABM et ABN sont orientés en sens contraires et les

angles MA ;MB et NA ;NB different d'un plat;
La réciproque du théoréme [11.5.2 est vraie.

THEOREME III.5.3 T HEOREME DE COCYCLICITE .
SoitA, B, C, D quatre points telsque : A , B;CY(AB)etD Y(AB).

|H H
Les points A, B, C, D sont cocycliques °si, et seulement si : 2 tats 2 TDA ;BB (mod2%j.

Démonstration

théorémedirect A, B et C ne sont pas ahgpes mtrodwgons Ie centre,{O, du cer- cle C, circonscrit au triangle ABC. C et D sont donc deux points de
C, etd'aprés le théoréeme 111.5.2 : 2 tA bB : bA bB c2 BA :bs (mod2%j.

théoreme réciproque IntrodUJsong le centre, O du cercle ur&onscrlt au tfrlangle ABD. Il suf tde démontre  r que les points O et O Osont confondus.
Nous avons: DA :bB ~ 2 ta’te * 2 BA be - OOA OOB
Les trlangles OAB et OOAB sont dﬁdnc onentaﬁ daﬂs le mequ sens, ils sont de plus isoce le en O et O0 donc d'aprées le théoreme 111.5.1 :

i
2'hg o - Yi ba bs vi 0% OOB © 2 g AQ? (mod2%y;
T 1 1 K " LEER .
iy, b i, b o RS SR R SN
puis d'aprés le corollaire 111.4.3 : 'AB ;AO ~ 'AB;AO0" (mod2¥);dou: ho ;A0 © B ;AQ° | AB;hO - 0(mod2Y);

v} ’
i
De méme: BO ;BO0 " 0(mod2%j); donc OV%estle point d'intersection de demi-droites [AO) et [BO) et es points O et 09%sont confondus.

I11.5.3 Sommes différences et produits de fonction circula ires

On déduit par addition ou soustraction dans les propriétés (1) et(2) duthéoréme 111.4.5 que pour tous réels aetb:

cosacosb Acos(aAb)Acos(aj b) (n.7)
sinasinb Acos(aAb)j cos(aj b) (1.8)
sinacosb /sin(aAb)Asin(aj b) (111.9)

?Des points cocycliques sont des points qui sont éléments d'u  n méme cercle.
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Enposant p FaAbetq £aj bdans (111.7) a(l11.9), on démontre que pour tous réels p etq,ona:

q

3 ’ 3
A .
cos(p) A cos(q) A2 cos % cos p'T
3 - 3 -
A .
cos(p)i cos(g) £ i2sin PAq Si %
[11.5.4 Equations trigonométriques
I1.5.4.a cos x Acos®
THEOREME II1.5.4
Soit ®un nombre réel.
- x ARAK2Y,
COSX ACoS® 0 - ou k2 )
X £ i®AK2Y4
Remarque On peut aussi écrire :
— x~ ®mod2¥)
cosx AEcos® 0 - ou
X" i ®mod2Y)y

Exercice I11.5.1. Résoudre dans  les équations suivantes et re-

présenter les solutions sur le cercle trigonométrique (uni té gra-

phique : 3 cm).
a.2cosx /Eijl.,
b. cos2x ACOS X j Z4 .

Solution a. Résolvons I'équation :

2cosx £l (E1)

Ona: 1
(ED) (0 cosx /E j—

Ll
(@]
o
w
x
N @
o
w
RS

Y
X /E?4/3\ k2va(k 2 )
ou
2y
X /E | ?“A k%214(k°2 )

Les images des solutions sur le cercle trigonométrique
sont représentées sur la gure 111.18.

3 - T
sin(p) A sin(q) £2sin péq cos % (111.10)

3

sin(p)i sin(q) A/£2cos

3
péq sin P19 (I11.11)

1 M(®)
i
¢} -
|
N(i ®)

FiG. I1.17 — Equation cos x Acos®

A
|/

FI1G. 111.18 — Images des solutions de (E 1)
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b. Résolvons I'équation :

3 1

Z
COS2X AECOS X j Z4 (E2)

Ona: .
Y/a
2X /EX Z/3\|<21/4(|<2 )
ou

(E2)0 g
2x EixA Z4A k%214(k%2 )

Y,
X /E | Z4A k2vak 2 )
ou
]/4 0
3 A Ak%vuk%2 )

.
X /E | Z4A k2vak 2 )

ou
Y. 2Y.

/Eé A k°?4(k°2 )

Les images des solutions sur le cercle trigonométrique

sont représentées sur la gure 111.19.

=3
Frrrrrrn

FI1G. 111.19 — Images des solutions de (E »)

I1.5.4.b sin x ASin®

THEOREME III1.5.5
Soit ®un nombre réel.

X FE®A k2V4

ou k2 ) N(Ys ®
X Yy ®AKk2Y, )

sinx Asin® 0

Remarque On peut aussi écrire :

X" ®mod2%)
ou
X" Yai ®mod2Y)

sin x Zsin a 0

FiG. I11.20 — Equation sin x /Esin ®

Exercice 11.5.2. Résoudre dans et représenter les solutions sur le cercle trigonométrique (unité graphique : 3 cm): 2sin 2x 1.
Solution Résolvons I'équation :

2sin?x /1
AD—!z
2
Ona:(E3)() sin’xj — A0
A 214 !
P P
2 . 2
0 sinxj — sinxA— 40
p2 Zp
2 2

N

0 sinxﬁE—ousinxﬁEi?

X

(=g
2}
=]
x
=1
|
Qo
c
4}
=}
X
=1
> X

Y,
X /EZ“A k2vak 2 )
ou
Ya
= 2 Ak2vyk 2 )
ou
Ya
xﬁEiZAkZ%(kZ )
ou
Ya
X AEYA 2 Ak2vyk 2 )
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Y,
X ;EZ“A k2vak 2 )
ou
Ya
X ,CE3Z Ak2vyk2 )
ou
Ya
X ,CE7Z Ak2vyk2 )
ou

(E3)0

Ya
X ,CE5Z Ak2vyk2 )

Ya Ya
x L AMKE Z (k2 )

1 ou 1
xﬁEf‘AmkAl)sg‘;(kz )
= ELA 4kc;\us£1/“k2
x e ( ) E( )

v My,
xﬁEZA(4kA2)£E(k2 )

Or (4k), (4k A1), (4k A 2), (4k A 3) sont des entiers et réciproquement tout entier
{0;1;2;3}; en effet, k etr sont respectivement le quotient et le reste de la division eu clidienne de n par 4; donc :

FIG. 111.21 — Images des solutions de (E 3)

Ya Ya
(E3) 0 xﬁEZAnE(nZ )

Les images des solutions sur le cercle trigonométrique sont représentées surla gure [11.21.

I11.5.4.c tan x Atan ®

THEOREME 111.5.6
Soit ®un nombre réel tel que tan ®soit dé ni.

tanx Ftan® () x E®AKY: (k2 )

Remarque On peut aussi écrire :

tan x /Atan ® 0 x” ®(mod ¥)

N(YA ®)

FiG. 1Il.22 — Equation tan x /Etan ®

n est de la forme : 4k Ar avecr 2
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l1.5.4.d acosxAbsinx Ac
On rappelle que les formules de passages egtre coordonnéﬁs r ectan-
r £  a2Ap?

a M
gulaires et coordonnées polaires sont par : E cosp /& P 22A b2 Sl :
. b |
” B v e |
ot @ £ cosp |
b A& rsinp t M :
Pour plus de précisions, on pourra se référer au paragraphe 111.4.4 |
page 51. On se propose de résoudre I'équation : ol ~ a

acosx Absinx Ac (1.12) Fi1G. 111.23 — Coordonnées polaires

Ou a, b, %sont des réelsptels que a et b ne soient pas tous nuls.
r A a2Ap2

a Y
cos E p— a /£ rcos
Posons : H aZAp2 .onaalors: . H ;d'ouil vient :
b A rsinp
sinp £ p——
azAb2
. . c
(111.23) 0 r cospcosx Ar sin psin x Ac 0 cos(Xj W) ﬁEr—.
On est ainsi ramené au type d'équation étudié au paragraphe 111.5.4.a (page 54).
Exercice I11.5.3. Résoudre dans et représenter sur le cercle trigonométrique les solutions de I'équation :
pP—
3cosx A 3sinx £i3 (11.13)

r—_ o .
. p-2
Solution Ona: 32A 3 &

Ap_
p— 3 1 .
n.azy 0 2 3 7cos,x/Z\Esmx /i3

P ,CEZII3 3; on en déduit que :

RZ . Ya 3
0 cosxcos— Asinxsin = /E | —p—
3 6 6 2 3 +
Ya 5Y4
0S Xj g /ECOS?
Voo 5Ya M)
Xi = Az? Ak2v,

6
ou k2 )
Y, 5Y.
Xi = /Ei—AK2Va
6 6

(=g
o

=1
Frrrrrrn

X AEYVAA K2V

ou K2 )
2Y4 (
X fE 3 Ak2Ys FIG. Ill.24 — Images des solutions de I'équation (111.13)

I11.5.5 Exercices

3 73 73 73 73 -
[ E Ok Ik [
Angles associés sbA,bC, ;3‘bA ,bE, ; BA,BB ; iAD hE lAO,bD ;
ok B
l.5.a. ABCDE est un pentagone réguliersdirect de Ao bc ; ko be .
centre O. Déterminer la mesure principale de : A,OB ;
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Chapitre IV

Calcul de dérivees et applications

Dans tous ce chapitre le plan est muni d'un repére (O; ~,1).

IV.1 Notions préliminaires

IV.1.1 Accroissement moyen f(b)

Soit f une fonction, C; sa représentation graphique et A, B deux

points distincts de C; d'abscisses respectivesa et b. L'accroissement f(a)
moyen (ou taux de variation) de f entre a et b est le coef cient direc-

teur de la droite (AB). 1
Les points A et B ont respectivement pour coordonnées ( a;f (a)) et

(b; f (b)), on en déduit que l'accroissement moyen de f entre a et b, 7
noté [, p est dé nipar:

i f i f
B YA o (b)j (a).
XBi XA bija

Ha,b FIG. IV.1 — Le coef cient directeur de (AB) est
l'accroissement moyende f entre aetb.

DEFINITION IV.1.1 ACCROISSEMENT MOYEN
Soit f une fonction et a, b deux éléments distincts de son ensemble de dé nition.

L'accroissement moyen lde f entre aetb estle quotient :

f(b)i f(a)
bia

Lorsque l'abscisse passe dea ab, le numérateur est la variation des images par f etle dénominateur la variation des

abscisses. La dé nition peut donc étre résumée par :

¢f _f(b)j f(a
RIOIRIC)

Hab AA—

V.1
¢x bija (V1)

Exemple Laccroissement moyen de la fonction, f :x 7! x2, entre 2 et5 est :
f(5)i f(2 _25i 4
A AT
5i 2 5i 2
L'accroissement moyen de la fonction f,entre5et2 est:

()i f(5) 24i25
2i 5 2i 5

Remarques

1. Plus généralement l'accroissement moyen d'une fonction en tre a etb estle méme que celui entre b et a.
2. Lorsque f est croissante sur [a;b], I'accroissement moyen de f entre a etb est positif.

3. Lorsque f estdécroissante sur [a;b], I'accroissement moyen de f entre a etb est négatif.

4. Laréciproque est fausse. Trouver un contre-exemple.

Traiter les exercices : IV.1.a.; IV.1.b.; IV.1.c.; IV.1.d. et IV.1.e. page 62.
Bien souvent, au lieu de considérer I'abscisse initiale, a, et 'abscisse nale, b, on considére I'abscisse initiale et la

I 'accroissement moyen est aussi appelé taux de variations.
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variation h.Onadonc: ¢x &h etb FaAh. Laformule V.1 devient alors :

¢f _f(ahh) f
o ann At @A T(@)

¢ X h (V:2)

Traiter I'exercice : I\V.1.f..

IV.1.2 Limite nieen a

On considére la fonction, f :x 7! 3x?j 5x A 1. Calculer f (2).
Reproduire et compléter le tableau V.1 :

x | 2A1] 2101 2A10% ] 2;10° | 2A10'°
f(x)

TAB. IV.1 - Valeurs de f (x) quand x tend vers 2.

Qu'est-ce que ces résultats nous aménent a conjecturer ?

Plus généralement, a de trés rares exceptions prés, toutes | es fonctions, f, étudiées en 1 S véri ent la propriété
suivante : si f est dé nie en unréel a, alors pour rendre f (x) aussi proche qu'on veut de f(a), il suft de prendre x
suf samment proche de a.

On dira alors que la limite de f (x) lorsque x tend vers a est f (a). On écrira :

lim_f (x) &f (a).

f(x)

Sl

FIG. IV.2 — Courbe d'une fonction véri- FiG. IV.3 — Courbe d'une fonction ne ';i'r%('v"l — Courbe de la fonction x 7!

ant la propriété. véri ant pas la propriété. "

Surla gure V.2, lorsque x tend vers a, le point M tend vers le point A : la propriété est vériéeen  a.
Sur la gure V.3, lorsque x tend vers a par valeurs supérieures, le point M ne tend pas vers le point A : la propriété
n'est pas véri ée en a.
Cependant certaines fonctions admettent une limite en  a sans étre dé nies en a. Pour s'en convaincre, examinons le
. sin x .
comportement de la fonction g:x 7! —— au voisinage de 0.
X

La fonction g est-elle dé nieen0?

En utilisant une calculatrice con gurée en mode radian, rec  opier et compléter le tableau V.2 :

X 1 i 0,1 0,001 i 0,0001 0,00001
9(x)

. sin x
TAB. IV.2 —Limite en0de x 7! ~

Qu'est-ce que ces résultats nous aménent a conjecturer ?
Traiter les exercices : IV.1.g. et IV.1.h..
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IV.1.3 Vocabulaire des approximations

Beaucoup ont essayé de connaitre les premiéres décimales du développement du nombre ¥a:

Que j'aime a faire apprendre un nombre utile aux sages!
Immortel Archiméde, artiste, ingénieur,

Qui de ton jugement peut priser la valeur ?

Pour moi ton probléme eut de pareils avantages.
Jadis, mystérieux, un probléme bloquait

Tout I'admirable procédé, I'ceuvre grandiose
Que Pythagore découvrit aux anciens Grecs.

O quadrature ! Vieux tourment du philosophe
Insoluble rondeur, trop longtemps vous avez

Dé é Pythagore et ses imitateurs.

Comment intégrer I'espace plan circulaire ?
Former un triangle auquel il équivaudra ?
Nouvelle invention : Archiméde inscrira

Dedans un hexagone ; appréciera son aire
Fonction du rayon. Pas trop ne s'y tiendra :
Dédoublera chaque élément antérieur ;

Toujours de l'orbe calculée approchera;

Dé nira limite ; en n, l'arc, le limiteur

De cetinquiétant cercle, ennemi trop rebelle
Professeur, enseignez son probléme avec zéle.

Mais nul ne connaitra jamais l'intégralité du développemen tdécimal du nombre %
Dans un calcul numérique, on remplace le nombre  Ypar une valeur approchée, par exemple : 3,14. L'erreur commi se
dans cette approximation est alors le nombre, e, dé nipar: e/3,14; ¥ On ne connait pas le développement décimal
de e (car sinon on pourrait en déduire celuide %), mais l'important est de connaitre un majorant de la distan  ce entre ¥4
et 3,14. Le majorant trouvé sera appelé incertitude . On sait que : ¥4/E3,1415¢ ¢ ¢donc : j3,14j ¥4 E 10 2. Nous écrirons
donc: %' 3,14 410 2 prés. Une approximation n'a pas de sens si aucune incertitud e ne Iui est jointe. Ainsi I'énoncé,
«Y' 10° », n'est pas une proposition (il nest ni vrai ni faux), il fa  aucun sens. En revanche I'énoncé, « ¥' 10° a
10° prés », est une proposition vraie. La valeur approchée et Ii ncertitude sont donc les paramétres fondamentaux de
toute approximation.

Soit x un nombre réel que I'on approche pour unnombre  a. Les considérations évoquées ci-dessus se généralisent
de la fagon suivante.

erreur Lerreur estle nombre edé nipar: e/aij x.Ce nombre n'est pas nécessairement positif.

exces a est une valeur approchée par excesde x lorsque I'erreur est positive.

défaut a est une valeur approchée par défaut de x lorsque I'erreur est négative.

incertitude Lincertitude d'une approximation, souvent notée ", est un majorant de la valeur absolue de l'erreur :
jai xjE".

arrondidécimald'ordre n Larrondi décimal d'ordre n de x est une approximation dans laquelle : " ﬁE%lOi "N et
10"a2

Remarques
1. Dire que a estvaleur approchée de x a" préssignieque: a2[xj ";xA"].
2. Certains réels ont plusieurs arrondis décimaux d'ordre  n, par exemple 2,345 a deux arrondis décimaux d'ordre 2 :

1 . )
2,34 et 2,35. En effet, lincertitude vaut 510‘ 2 soit 5£ 101 2 et x vaut 2,345 donc :
jai XjE" 0 a2[xij ";xA"1 0 a2[2,34;2,35]

Ce dernier intervalle a deux éléments décimaux avec deux chi ffres aprés la virgule : 2,34 et 2,35.
En pratique cette ambiguité n'est pas génante car les nombre s que I'on cherche a approcher sont rarement décimaux.

: . 355
Exercice IV.1.1. On prend comme valeur approchée de  Yale nombre 13
Ce nombre est-il une valeur approchée par défaut ou par exces ? préciser une incertitude.

5 ' 355 )
Solution L'erreur commise est : 113 i VafE2,66¢¢¢£0 7 ; donc : 113 est une valeur approchée par excés de ¥a10' ©
prés par exces.
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IV.1.4 Exercices

IV.1.a. On consideére la fonction :
f:x7!i 3xA1.

Calculer l'accroissement moyen de f entre 1 et 6, puis
entre j let2.
Le résultat est-il surprenant ? Généraliser.

IV.1.b. On considére la fonction :
fix7!x%i 3xAL

Calculer l'accroissement moyen de f entre 1 et 6, puis
entre j 1et2.

IV.1.c. Donner une fonction dé nie sur ,dont le taux de
variation entre j 1 et 2 est positif, mais qui n‘est pas crois-
santesur[j 1;2].

IV.1.d. Lunité de distance est le kilométre et 'unité de
temps est I'heure. Pierre décide de partir en randonnée
pédestre. A 8h (c'est-a-dire & t A8) Pierre débute la ran-
donnée au kilométre 0. A 10h, il est au kilométre 20. A 13h,
il est au kilométre 35. On désigne par d la fonction qui as-
socie a chaque instant t la distance parcourue entre les
instants 8 et t.

Calculer l'accroissement moyen de d entre 10 et 13.
Interpréter le résultat en langage courant.

IV.1.e. On considére la fonction :

fox 7! x%i 3xA1,

IV.2 Introduction

IV.2.1 Nombre dérive, tangente

Surla gure V.5, A et M sontles points de C; d'abscisses respectives C;

aetaAh.

On constate que lorsque h tend vers 0 alors aAh tend vers a et Mtend
vers A. La droite (AM) tend alors vers la droite T 5, appelée tangente a

C; au point d'abscisse a.

Le coef cientdirecteurdelaT j est appelé nombre dérivé de f en a et

estnoté : f{a).

Nous admettons que lorsque h tend vers 0, le coef cient directeur de (AM) tend vers celui d

- f(aAh)j f(a)

li
h! 0 h

DEFINITIONS IV.2.1

f(aAh)j f
o o @ANf@
lequel le quotient tend est appelé nombre dérivé en

f(aAh)j f(a)
2 Si——————

h
ena.

a une limite nie lorsque

En pratique, une fonction dérivable en

a une limite in nie, ou n'a pas de limite, lorsque

a est une fonction dont la courbe présente au point d'abscisse

a et b sont deux réels distincts. Exprimer |'accroissement
moyen de f entre a et b sous forme d'un polynbme en a
etbh.

IV.1.f. On considére la fonction :
fox 7! x%i 3xA1,

Exprimer l'accroissement moyende f entre 2 et2Ah sous
forme d'un polyndme en h.

IV.1.g. On considere les fonctions :

fox 70 x%i 3xA1;

‘h 7 f(2ANh); f(2)
g7t ————

Etudier la limite de g en 0.
IV.1.h. On considere la fonction :

fox713x%; 2xA7.

g estlafonction quia h associe l'accroissement moyen de
f entre 4 et4 Ah. Etudier la limite de g en 0.

IV.1.i. On prend comme valeur approchée de ¥ile nombre
97258

30959 ) i )
Ce nombre est-il une valeur approchée par défaut ou par

exces ? préciser une incertitude.

f(aAh)

f(a)

|

|

|

|

|

|

|

| |

! !

7 a

ol ~ aAh
FiG. IV.5— Tangente 4 C; en a.

e T ; C'est-a-dire :

At %a).

FONCTION DERIVABLE EN a, NOMBRE DERIVE DE f ENa
Soit f une fonction et a un élément de son ensemble de dé nition.

h tend vers 0, on dit que f est dérivable en a et le nombre vers
f ena.

h tend vers 0, onditque f n'estpasdérivable

a une tan-

gente non paralléle a I'axe des ordonnées, le nombre dérivé e st alors le coef cient directeur de la tangente.

Exemple La courbe de gure [V.6 présente au point d'abscisse 2 une tangente de coef cient directeur

tion f est dérivable en 2 et f 42) /E1.

1, donc la fonc-
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3
2 ——
o
1
+
0
ol -
-1

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
FI1G. IV.6 — Courbe représentative d'une fonction f.

Traiter les exercices : IV.2.a.; IV.2.b.; IV.2.c.et IV.2.d..

. . [ ¢ . .
Surla gure 1V.5, latangente au point d'abscisse a passe par A a;f(a) eta pour coef cient directeur f O(a), onen
déduit le théoréme suivant.

THEOREME IV.2.1 E QUATION DE LA TANGENTE
Soit f une fonction dérivable enunréel a et C; sareprésentation graphique.
La tangente & C; au point d'abscisse a a pour équation :

y £f%a) (xi a)Af (a).
Exemple Soit f une fonction et C; sa courbe. Si: f (2) £l et 0(2) /E i3; alors la tangente a C; au point d'abscisse 2 a
pour équation : y /E3(xj 2)A1; cest-a-dire: y /£ 3xA7.
Traiter les exercices IV.2.e.; IV.2.f.; IV.2.g.et IV.2.h..
Remarque SifYa) A0, alors la tangente au point d'abscisse a est « horizontale ».

THEOREME IV.2.2 APPROXIMATION AFFINE
Soit f une fonction dérivable enunréel a. Six est suf samment proche de a, alors :

f(x)' %) (xj a)Af (a).

— 1
Exemple On admet que le nombre dérivé de la fonction f :x 7! P x en 25 est ITh Donc pour x assez proche de?25,

ona:f(x)' 0,1(xj 25)Af(25); clesga-dire: P 0,1(xj 25)A5.
En pBrEuIier, pour X AE26, ilvient: 26" 5,1.
Or: 26 /E5,099¢ ¢ ¢donc dans cette approximation, la valeur absolue de l'erre  ur commise est majorée par 10' 3.

Traiter les exercices 1V.2.i. et IV.2.].

IV.2.2 Fonction dérivée

Considérons lafonctionafne f :x 7! 2xi 3. Déterminer le nombre dérivéde f en5,en7etena(aveca2 ).
On a donc pour tout réel  x : f {x) £2. La fonction f °ainsi dé nie est appelée fonction dérivée de f.

DEFINITIONS IV.2.2 FONCTION DERIVEE
Soit f une fonction.

Q) La dérivéede f estlafonction f° quiatoutréel x ol f estdérivable associe le nombre f Yx).

2 L'ensemble de dérivabilité de f est I'ensemble des nombres ou elle est dérivable, c'est-a-d ire I'ensemble de
dé nitonde  °

3) Ondiraque f estdérivable sur unintervalle | lorsqu'elle est dérivable en tout élément de I.
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Exemples 3

1. Lafonction f :x 7! IO?est représentée surla gure V.7, l'en- 2

semble de dé nition de f est[0;Al [ mais f n'est pas dérivable

en 0 car C présente en O une demi-tangente verticale ; en tout // C

autre point C présente une tangente non paralléle a I'axe des or- 1

données, on en déduit que I' ensemble de dérivabilité de f est t

10;1 [. 0

Surla gure V.7, on atracé latangente & C au point d'abscisse 4. ol -~

Donner f0(4). 1

2. Considérons la fonction af ne

-1 0 1 2 3 4 5

FIG. IV.7 — courbe représentative de la fonction x 7! Pz

f:x7!j 3xA2. Pour nombresréels a eth,ona:

i ¢
'i 3aA2 i 3h

f(aAh)j f(a) i 3@aAh)A2;

h
On en déduit que :

li
h! o

La fonction f :x 7'i 3x A2 est dérivable sur

Remarque Plus généralement, toute fonction af ne,
f9:x 7! a.

Traiter les exercices V.2 k., IV.2.l. et IV.2.m.

IV.2.3 Exercices

IV.2.a. Soit f la fonction représentée par la courbe de la
gure 1V.6. Pour chacun des nombres suivant, préciser si
f est dérivable en ce nombre et si oui préciser le nombre
dérivé:j4;i2;i1;0;1;2;4;5.

IV.2.b. Lafonction f :x7!j 2x A3 est-elle dérivable en 5?
Préciser s'il y a lieu le nombre dérivé de f enb5.

IV.2.c. Lafonction f,dé nie al'exercice 1V.1.g.est-elle dé-
rivable en 2 ? Préciser s'ily a lieu le nombre dérivé de f en
2.

IV.2.d. Lafonction f,dé nieal'exercice IV.1.h. est-elledé-
rivable en 4 ? Préciser s'il y a lieu le nombre dérivé de f en
4.

IV.2.e. C; est la courbe de la fonction f, dé nie & I'exer-
cice 1V.1.g.. Déterminer I'équation réduite de la tangente
a C; au point d'abscisse 2.

V.2 f. Cf est la courbe de la fonction f, dé nie a I'exer-
cice I\V.1.h.. Déterminer I'équation réduite de la tangente
a C; au point d'abscisse 4.

IV.2.g. f estlafonction représentée par la courbe de la -
gure IV.6

Donner 'équation de latangentea C; au point d'abscisse
5. En déduire f (5)

IV.3 Calcul de dérivées

f :x 7! ax Ab, est dérivable sur

AL Es
h h !

- f(aAh)j f(a) .

et sa dérivée est la fonction % x 7! 3.

et sa dérivée est la fonction

IV.2.h. f estlafonction représentée par la courbe de la -
gure I\V.6

Utiliser le théoreme [V.2.1 et les résultats obtenus en
IV.2.a. pour déterminer les équations réduites des tan-
gentes aC; aux points d'abscisses: j 4;j 1;0; 2 et4.
IV.2.i. On admet que le nombre dérivé de la fonction f :

p_— 1
X 7! xen2500 estm.
éterminer sans calculatrice une valeur approchée de

25001, puis (avec une calculatrice) majorer l'erreur
commise.

IV.2.j. On admet que le nombre dérivé de la fonction f :
x 7! 3x?j 5xAlen2est7.

Déterminer sans calculatrice des valeurs approchées de x
apparaissant a la premiére ligne du tableau V.1, puis ma-
jorer l'erreur commise.

IV.2.k. Préciser I'ensemble de dérivabilité et la dérivée de
lafonctionafne f:x7!i 2xA3.

IV.2.l. Préciser I'ensemble de dérivabilité et la dérivée de
lafonctionafne f :x7!7xi 5.

IV.2.m. Préciser I'ensemble de dérivabilité de la fonction
f représentée par la courbe dela gure [V.6.

IV.3.1 Classi cation des principales fonctions usuelles

Fonctions constantes F(bnctions dutype x 7! p ou p est un nombre xé. Par exemple les fonctions x 7! 0, x 7! 2,

X7V Yaetx 7!

sont des fonctions constantes.
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Fonctions linéaires  Fonctions dutypﬁ X 7! mx ou m estun nombre xé. Par exemple les fonctions x 7! 2x,x 7! x (on

aicim AL, x 7' ¥x,x7!

La seule fonction a la fois linéaire et constante est la fonct ion nulle.

x etx 7! 0 (onaici m AO0) sont des fonctions linéaires.

Fonctions af nes  Fonctions du type x 7! mx A p o m et p sont des nombres xés.
Les fonctions constantes sont des cas particuliers de fonct ions af nes (il suf t de prendre  m 40).
Les fonctions linéaires sont des cas particuliers de foncti ons af nes (il syf t de prendre  p 4A0).
Par exemple les fonctions x 7! 2xA3,x 7! x,x7!j 5,x 7' 0etx 7! x 2 Avisont des fonction af nes.
La représentation graphique d'une fonction af ne estunedr  oite non parallele a I'axe des ordonnées, cette droite
coupe cet axe au point d'ordonnée p (ordonnée a l'origine).
Lorsque m E 0 la fonction est strictement croissante et lorsque m C 0 la fonction est strictement décroissante.

Fonctions mondmes  Fonctions du type x 7! ax" oU a est un réel non nul et n un entier naturel.
a est le coef cient du mondme et n le degré.
Par exemple x 7! ¥x® est la fonction mondéme de coef cient  Yset de degré 5.
Les fonctions linéaires non nulles sont les fonctions mondm  es degré 1.
Les fonctions constantes non nulles sont les fonctions mond mes degré 0.

Fonctions polynémes Sommes nies de fonctions mondémes.
La fonction x 7! 7x° A 3x i 1 est une fonction polyndme de degré 5. Cette fonction est la s omme de trois
fonctions monémes.
Plus généralement, le mondme de plus haut degré est appelé mo ndme dominant et son coef cient est appelé
coef cient dominant du polynéme.
Les fonctions mondmes sont des cas particuliers de fonction s polyndmes.
Les fonctions af nes sont des cas particuliers de fonctions  polynémes.
Les fonctions polyndmes de degré 1 sont des fonctions af nes
Les fonctions polynémes de degré 0 sont des fonctions consta ntes.
La représentation graphique d'une fonction polyndme dedeg ré 2 est une parabole dont I'axe est paralléle a I'axe
des ordonnées.

Fonctions homographiques  Les fonctions homographiques sont les fonctions qui peuven t s'écrire comme le quo-
axAb

tient de deux fonctions af nes, ce sont donc les fonctionsdu  type: x 7!

cxAd’
Lorsque ¢ A0 et d A1, nous constatons que les fonctions af nes sont des cas part iculiers de fonctions homo-
graphiques.

Xi 3
Les fonctions x 7! '

1
;X 712xi 3etx 7! ” sont des exemples de fonctions homographiques.

X
axAb
Lorsque ¢, Oetadj bc, O, lareprésentation graphique de la fonction homographiqu e x 7! X

cxAd

est une

d a
hyperbole dont les asymptotes ont pour équation: X /4 j S ety /EE.

Fonctions rationnelles  Les fonctions rationnelles sont les fonctions qui peuvent s 'écrire comme le quotient de deux

P(x
fonctions polynémes, ce sont donc les fonctions dutype : x 7! %
, 2x3; 5x2A2x; 3 i i
Par exemple,la fonction x 7! —————————— est une fonction rationnelle.

3x2; xi 2
Les fonctions homographiques et les *onctions polynbmes so nt des cas particuliers de fonctions rationnelles.

IV.3.2 Formules de base

Nous admettons les formules données dans les tableaux 1V.3 et IV.4. Ces formules sont utilisées pour justi er la dé-
rivabilité d'une fonction sur un ensemble et pour détermine  r I'expression de la dérivée de la fonction sur I'ensemble.
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; (0 Ensemble de
dérivabilité
X 7!k
| . .
k2 ) x7!0 1il ;AL [
X 7! x x7'1 1il ;AL [
1 Y
X7 = X7 = ]il ;0[oul0;A1 [ f f
é . uAv uAv®
X7 = X7l = | 1i1 ;0[oul0;AL [ ku ku®
: X X — uv | uVAuv®
<X x 7! nx"it sl n¢o 1 Vo
n2 si nEO = [
v v
X7 — n u uWi uv®
; n X7 ——= il ;0[oulo; Al el v
i xne iR | i [ou] [ y 2
_ l — P 7 . .
71 pX X 71 p= ]O;Al [ TAB. IV.4 —Dérivées et opérations sur les fonctions
X
x 7! sin x X 7! cosx 1il ;AL [
X 7! cosx X7!j sinx Jil GAr [
x7tanx | x7! 1Atan?x |\ E“Akl/sz

TAB. IV.3 — Dérivées des fonctions élémentaires

Toute fonction polynéme est dérivable sur

Toute fonction ratg)nnelle est dérivable sur son ensemble d e dé nition.

La fonction x 7!

{?em@[gque D'apres la quatriéeme formule du tableau
ax" “Enax"il,

Exemples

1. Onse propose de calculer la dérivée de x 7! x3.
Il suf t d'appliquer la %uatriéme formule du tableau

2. Deméme: 7x® CATE 3x2 AE21x2.

3. Ona:(j 4)°A0. ¢

4. Ona: 7x%; 5x°A3xj 4 A21x%; 10xA3.

5

7
On se propose de calculer la dérivées de x 7! &

Hilo 3
x3 A
u ﬁe méthode avec la quatrieme formule du tableau
19 i : 3
=3 /CEIX‘:;%/CE|3X'4/CE|—4.
X X

Traiter les exercices : IV.3.a.; I1V.3.b. et I\V.3.c.

IV.3.3 Exercices

IV.3.a. Pour chacune des fonctions suivantes, préciser
I'ensemble de dérivabilité et calculer la fonction dérivée

fo:x7!0.

fi:x7!x.

fo:x 7' 7xi 5.

fa:x 7! 3x* 5x3A7x 5.
faix 7 6x*A6x3A4xi 9.
fs:x 7! (2xj 3) X.
fe.X7! AL

IV.3.b. Pour chacune des fonctions suivantes, préciser
I'ensemble de dérivabilité et calculer la fonction dérivée

IV.3 et la seconde du tableau 1V.4, pour tout a 2

ﬁ' ® méthode avec la cinquiéme formule du tableau
o

x est dérivable sur]0; A1 [. (Elle n'est pas dérivable en 0).

ettout n2 7

IV3:ona: Ix3¢0,4E3x2.

IV.3
V.3
£y i 3x2A2x; 1
200 2R3k 4 S s
f3:x 71 5x% 5x°A7xi 5A —j —A—.
X X2 X

fx Tl i 6x*ABx3A4x; 9
4 ! .

f5:x 7! (x5)p X.
IV.3.c. Le plan est muni d'un repére (O; ~,1).Onconsidéere
la fonction

x3

f:x7! x3i 3x21 24xi 1
et C; sareprésentation graphique.
1. Calculer, pour tout nombre réel  x, f 4x).

: . 2.
forx 7! (27;(' 5)(3x”i 5xA1). 2. Déterminer I'équation réduite de la tangente & Cs, T,
fi:x7! L= au point d'abscisse 2.

3xj 4
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3.Résoudre dans  I'équation : f %x) A0. Interpréter graphiquement les solutions.

IV.4 Applications

IV.4.1 Sens de variation et signe de la dérivée

2
1 P e N

| t LY
0 | |

a o _ b
-1

Cy

” _— \

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Fi1G. IV.8 — Courbe représentative d'une fonction f.

Sur la gure 1V.8, on constate que la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle [ j 8;0]. Si on choisit un
nombre, a, dans cet intervalle ; on constate que le coef cient directe ur de la tangente a Cf au point d'abscisse a est
strictement positif :  f Ya) E 0.

On constate que la fonction f est strictement décroissante sur l'intervalle [0;8]. Sion choisit un nombre, b, dans
cetintervalle ; on constate que le coef cientdirecteurde| atangente a C; au pointd'abscisse b est strictement négatif :
f9b)co.

Plus généralement, nous admettons le théoréme suivant.

THEOREME IV.4.1
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.

— Sif°E 0 sur I (sauf peut-étre en un nombre ni de points), alors  f est strictement croissante sur | ;
—sif OQ 0 sur | (sauf peut-étre en un nombre ni de points), alors  f est strictement décroissante sur | ;
— sif%stnulle surl, alors f estconstante surI.

Remarque De méme si f °Eo (resp. f Og 0) sur I, alors f est croissante (resp. décroissante) sur |.
Exemple Lafonction f :x 7! x> est dérivable sur [0;A1 [ et sa dérivée est strictement positive sur ]0;A1 ]; donc f est

strictement croissante sur [0;A1 [.

Pour étudier le sens de variation d'une fonction f dérivable sur son ensemble de dé nition, il sut donc d'étud ier le signe de la dérivée

an de déterminer les intervalles ou elle est de signe consta nt.

Remarque La fonction f :x 7! — a une dérivée strictement négative sur son ensemble de dé ni tion et pourtant la

X
fonction f n'est pas décroissante. Lensemble de dé nition de f n'est pas un intervalle.
Cependant la fonction f est strictement croissante sur 1j1 ;0[ etsur]0;1 [.

IV.4.2 Extremum local
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Sur la gure ci-contre :

— f(c) estmaximum localde f ;

— f(d) est minimum local de f.
On dit également que f admet un maximum en ¢ et un minimum
end.

f(c)

f(d)

7
THEOREME IV.4.2
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. f admet un 7
extremum local en a si et seulement si f °s'annule et change de signe o)

ena.

Remarque Plus généralement, il est d'usage de marquer les coor-
données des points critiques 2 et de tracer la tangente horizontale
en ces points.

IV.4.3 Etude de fonction et représentation graphique

Pour étudier une fonction f :

onidenti e 'ensemble de dé nitionde  f (si D n'est pas indiqué dans I'énoncé, on le détermine) ;
on détermine la dérivée de f (voir § IV.3.2 page 65);

on étudie le signe de f 0(x) suivant les valeurs de x;

on en déduit le tableau de variation de f.

Pour tracer C; :

— on détermine les abscisses minimales et maximales ainsi qu e les ordonnées minimales et maximales des points
de la courbe a n de cadrer le graphique (pour une fonction pos itive dé niesur] j1 ;0], on placera l'origine en
bas a droite de la fenétre plutdt gu'au centre) ;

— ontrace le repére en respectant les éventuelles consignes sur les unités fournies dans I'énoncé.

— on place avec soin les points de la courbe dont I'abscisse es t solution de I'équation : f 0(x) /O;

— on trace la tangente horizontale en ces points et on marque | eurs coordonnées (voir § 1V.4.2);

— on place avec soin les éléments ayant fait I'objet de questi ons;

— on ajoute éventuellement quelques points (généralement f  acultatif) ;

— ontrace une courbe compatible avec le tableau de variation et les éventuelles autres questions.

Pour véri er que la courbe est bien tracée :

— on Véri e que les points critiques sont correctement placé s, que leurs coordonnées sont marquées et que les
tangentes horizontales sont tracées;;
— on véri e que le graphique est suf sant pour retrouver le ta  bleau de variations de la fonction ainsi que toutes
les réponses aux questions « graphiques ».
Exercice IV.4.1. Le plan est muni d'un repére orthonormé  (O;~,+1) (unité graphique : 1cm).
On considere la fonction, f :x 7! %XS i gsz %x i 2,déniesur [0;5].
1. Justierque f estdérivable sur [0;5] et calculer sa dérivée.
2. a. Etudier le signe de f°©
b. En déduire le sens de variation de  f .
c. Dresser le tableau de variation de  f .
3. On désigne par C; la courbe représentativede f etparlle pointde C; dabscisse 2.
a. Déterminer I'équation réduite de la tangente, T, a Cs enl.
b. On consideére la fonction, h :x 7! %x3i 2X2A3Xi 2, démontrer que h est strictement croissante sur  [0;5].
c. Etudier la positionde  Cs parrapportaT.

4. Tracer Cs .
Solution 1. Lafonction f estune fonction polynéme, elle est donc dérivable sur [0;5] et sa dérivée est dé nie par :

3 9 3j ¢
f qx) E=x?j 3xA > E2'%2; 4xA3 |
4 4 4

2Dans ce cours, les points critiques de la courbe sont les poin ts dont I'abscisse annule la dérivée de la fonction étudiée ( ce sont les points ou la
tangente a la courbe est horizontale).
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2. a. f %est polynéme du second degré, calculons le discriminant.
¢ /AEb?%| dac A(j 4% 4£ 1£ 3 /&4 /2. Onat E 0 donc f °adeux racines :

4; 2 4A2
xl/ETﬁEl et xzﬁET/EB.

Le coef cient 1 est positif, f (x) est donc positif a I'extérieur des racines et négatifa lint érieur, on en déduit le tableau
de signes suivant :

e =
e W
T

X
f9x) A

b. D'apres 1.a. :

lafonction f eststrictementdécroissante sur [1;3]
et strictement croissante sur  [0;1] etsur [3;5]

c.Ona:f(0)&Ei2;f(1)Ail;f(3) A 2etf(5)A3;onendéduitle tableau de variation ci-dessous.

ICIP N /3

3. a. Latangente T a pour équation :

y Ef92)(xi 2)A T (2).

3 3
Ona:f(2) &j > et f9q2) £ 2 ; donc T a pour équation réduite :

3
yﬁEin.

b. La fonction h est une fonction polynéme, elle est donc dérivable sur [0;5] et sa dérivée est dé nie par : ho(x) /E
3, 3i, ¢ 3 2
—x“j 3xA3/E=- x| 4xA4 E=(xi 2)~.
4 4 4

Ona:f°E0sur [0;5] saufen en 2 ou elle est nulle ; donc :

‘ h est strictement croissante sur [0;5]. ‘

H 1
3
c. La position de Cs par rapport a T est déterminée par le signe de f(x)i i ZX .
K 1
3 1 3 9 3
f)i i -x E-x3 =x?A-xi 2A >x £Eh(x).
4 4 2 4 4

Le point de contact entre la courbe et la tangente a pour absci  sse 2, donc :h(2) /A0. De plus h est strictement croissante
sur[0;5], on en déduit le signe de h.

X 0 2
h(x) i 0 A

Lacourbe C; estau-dessus de T sur [2 ;5] et au-dessous de T sur [0 ;2]

9
4. On déduit la courbe suivante de I'étude ci-dessus etde : f 0(0) ﬁEZ etf 0(5) /6.
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N G

IV.4.4 Démonstration d'inégalités

Exercice IV.4.2.  (Inégalité de Bernoulli)
Soit x un élémentde 1i 1;0[[ ]0;A1 [ etn unnombre entiertelque: n E 1. Démontrer que :

@AX)"E1Anx.

Solution Considérons la fonction d :x 7§ (LAx)"i nx 1. !l suftde démontrer que d est strictement positive sur
1i 1;0[[ 10;A1 [.
La fonction d est polynéme de degré n, elle est donc dérivable sur , et sa dérivée est dé nie par :

d%x) An(1AX)"I 1} n &n i(1Ax)ni 4 1¢.

On sait que n est strictement positif, donc pour tout nombre réel,  x,d 0(x) est du signe de : (LA x)"i L

Ona:d%x) An(@A0)"i 1 n A0.

Pour x 2]; 1;0[, ona:0C 1Ax C1; donc par produitde nj 1inégalités entre nombres positifs : (LAx)" 11" 1 : d'ou
il vient : d%x) 0.

La fonction d est donc strictement décroissante sur ]i 1;0].

Pour x 2]0;A1 [, ona:1C1Ax ; donc par produitde ni 1 inégalités entre nombres positifs : 1" 1 C (LAx)" 1 ; d'ou il
vient : d%x) E 0.

La fonction d est donc strictement croissante sur 10;A1 1.

La fonction d est strictement décroissante sur ] 1:0] et strictement croissante sur ]0;Al ] elle présente donc un
minimum sur 1i 1;A1 [ atteint uniquement en 0. Or:d(0) £(1A0)"; n£0j 1/0; donc lafonction d est strictement
positive sur ]i 1;0[[ ]0;A1 [, ce qui démontre linégalité de Bernoulli >.

Pour démontrer une inégalité du type : f Eg sur un intervalle |, il sut d'étudier les variations de fi g surletde constater que fig

est minorée par 0 sur I.

3Jacques ' Bernoulli 1654-1705 mathématicien suisse
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Chapitre V

Produit scalaire

V.1 Introduction

V.1.1 Rappels
Lors de la legon sur le repérage dans le plan et dans I'espace, nous avons vu ou revu que :
u ﬂ o o
X . , o o
— pour tout vecteur t du plan muni d'une base orthonormée, & /&E x2Ay2;
01
X

o o q -
— pour tout vecteur t @Ade l'espace muni d'une base orthonormée, "t &£ x2Ay2Az2;
z

Remarque Dans le plan muni d'une base orthonormée, les coordo(ﬁmées, (x;y) d'un vecteur dépendent de la base or-

thonormée dans laquelle elles sont exprimées, mais le nombr e x2Ay?2 reste invariant par un changement de base
orthonormée.

V.1.2 Dé nitions

LEMygV.1Y g
L X x° . )
Soit t y etv yO deux vecteurs du plan muni d'une base orthonormée.

30 o o o o o
10

xonyyoﬁEE w ?A %% Cag vl

Démonstration

3 06 o o o o 3 ) © 3, & i 0¢2

“ulAw % P v 2 Ex2Ay? A xoszozsi i x9%A'yiy
/EszyzAxoszczi X2 2XXOAX02Ay2i 2yy0,13\y02
22xx°Ayy9

5

Remarque Ce lemme signi e que le nombre xx°Ayy®ne dépend que des vecteurs t et et est indépendant de la base
orthonormée dans laquelle leurs coordonnées sont exprimée s, il justi e ainsi la cohérence de la dé nition suivante.

DEFINIHCﬂ\I V'luloﬂ
X

Soit t y etv VO deux vecteurs du plan muni d'une base orthonormée.

Le produit scalaire de t et ¥ estle nombre réel noté, t -v, dé nipar:

t -v AxxCAyyl

71
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Remarque Le produit scalaire est indépendant de la base orthonormée ¢ hoisie.

o o
. . L . . L. o 02
Notations et vocabulaire Le carré scalaire de & est le nombre noté, uz, dé nipar : u? Fu -t Ex2A y2 o

THEOREME V.1.2
Pour tous points A, B, C du plan :

" ¢
B A AEEIABZAACZj BC? .

Démonstration D'apres ladé nition V.1.letlelemme V.1.1:

e o o o o o ﬂ
I k 1 Mok 02 ok 02 o I 02 1
hB -AC S “hB° Ahce i “hB AC® S

3

3
THEOREME V.1.3

ABZAAC?; BC? .

Soit ¢t et ¥ deux vecteurs du plan. Le produit scalaire de u et ¥ est le nombre réel dé ni par :

(

Do o o sit A9 ou v A0

A o o o o .
°a° £°u°® £cos(t;v) sSit, Detv, O

30 o o o 30

0 0230 o2 o . ) 172 02400
Démonstration it A0, alors i -v /&5 D 2A°v°?; 0 v°2 Ao Siv /0, alors 1 v 5 2p°0°2;
Sit, Detv, 0, déterminons les coordonnées de t et ¥ dans une base orthonormée directe bien choisie. Posons: &1 /E

Y.
Orientons le plan dans le sens trigonométrique et désignons  par e; le vecteur unitaire tel que : (e1;e2) /EEA.

La base (e1;e)-est une basg orthonormée directe relativement a laquelle le s vecteurs t et v ont respectivement pour coordonnées :

°v° cos(t;v); v sin(u;v) . Nous en déduisons que . . . .

vev/AEH £ v cos(t ;¥)AOE 2 sin (¢ ;v)ﬁE°u° £°u° £ cos(tt;¥).

4

Cas patrticuliers o o

*wi0°2 A0

Ouc
-
t

.0

lo
o

o

. o ~ Y o o o o
1. Sit et¥ sontcolinéaires et de méme sens, alors: cos (t;¥) Al;dou: ¥ Ett £ & o o o
. . g . Y o o o o
2. Sit et ¥ sont colinéaires et de sens contraires, alors : cos (¢;¥) £ jl;dou: v Ej & £ t .

Y Ya
3. si(d ;v)/EEAou (b;w) £ 54, alors: cos(t;v) A£0; d'ou: ¢ -v AO.

Les deux premiers cas peuvent étre regroupés en un seul. Soit M un point d'une droite (AB) orientée de A vers B.

b

h h he

b

s ¢
;0 et

A B M M A
g b e g b =
AB -AM EABE AM AEABE AM AB :AM A jABE AM EABE AM
Le dernier cas nous améne a formuler la dé nition suivante.
DEFINITION V.1.2
|| Deux vecteurs orthogonaux sont deux vecteurs dont le produi t scalaire est nul.
Remarques
1. Nous avons donc pour tous vecteurs t ety :
t? v 0 t - AEO.
2. 0 estorthogonal a tout vecteur.
3. Nous avons donc pour tous vecteurs t ety :
30 o o o o o ’ o o o o o
1 o o o o o o o o o o o o
u? v 0 g v /A0 Euzszi wiv'? A0 Y LY R
ti v
v
t

Le théoreme de Pythagore et sa réciproque sont ainsi étendus aux vecteurs du plan.

PoNTUs DE TYARD—20082009
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Interprétation graphique Soit ¢ et ¥ deux vecteurs non nuls du plan et A, B, C des points tels que :
Introduisons le projeté orthogonal, H, du point C sur ladroi  te (AB).
Reprenons les notationg du the@reme V4l.3et mxnlssong le plan d]u repére (A;e1;ey).

po T :
. I AB' & Ccos AB AC k
Ilvient : 'AB “hC @6 Aet’hAC ACcos hB AC )
, 0 . ACsin g fac

il i i ¢
Les angles AB AC et BAC ont le méme cosinus, donc AC a pour coordonnées : IACcosBAC;O .
Nous en déduisons que :

I.. I-
B AC /EABE ACE cosBAC.

S'il n'est pas droit, I'angle BAC est soit aigu soit obtus .

C C

n

I= I=
WNC /B et'AC /Ev.

F

o N

A B H A

§

IH - A I= —_—
B -AH /EABE ACE cosBAC ABE AH AABE AH B AC /EABE ACE cosBAC /& | ABE AH /EABE AH

Dans tous les deux cas nous avons :

Is [ [ -
N AC /EABE ACE cosBAC/EAB -AH /EABE AH.

Nous en déduisons le théoréme suivant.
THEOREME V.1.4

Soit A, B, C trois points tels que B et C soient distincts de A et H le projeté orthogonal de C sur la doite (AB).

IH I= I -
" JAC /EABE ACE cosBAC/EAB -AH /EABE AH.

Remarques
1. BAC est aigusi, et seulement si, AB AC EO.
2. BAC est obtus si, et seulement si, AB AC cO.

V.2 Propriétés

V.2.1 Propriétés fondamentales

THEOREME V.2.1

Pour tous vecteurs t, ¥, w du plan ettout nombreréel ,,ona:
1)  t-AW)Ed-vAu-w;
2 (VA (b-v);
3) t v BV -t on dit que le produit scalaire est symétrique ;
(4) 2 /0 0 t /B0, on dit que le produit scalaire est dé ni;
(5) 2 E0; on dit que le produit scalaire est positif.
Démonstration Soit ¢, ¥, w du plan; ix ;y‘t lx0 yoc, : 00 0&Ieurs coordonnées respectives dans une base orthonormée et |

1 - (vAw)/ExionXO&AyiyoAyogﬁE xonyy0 A xxOQAyyOS:/Eu vAud-w;
@ u-(v)AxE, xPAyEe, yOE, ixonyy /E, (4 -v);

@) uvAxCAyyOExXKAYY Ay u;

4

42 /E0 0 x2Ay°2ﬁoEO 0 (x;y) Z(0;0) 0 o A0 ;
(5) Onsaitque: 82 /& u°2;donc: u2E0.4

un nombre réel.

nous savons qu'une somme de nombres positifs est nulle si, et seulement si tous les nombres sont nuls, nous en déduisonsqu e:
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Remarque Nou%tlrons des trois premleres prqpr:etes que pour tous vec teurs t, ¥, W du plan et tous nombres réels
® t- @vA v EGu-vA o -wet ®uA v -w /EBH WA v -w.
On dlt que le produit scalaire est bilinéaire.

V.2.2 Autres propriétés

V.2.2.a Identités remarquables

THEOREME V.2.2
Pour tous vecteurs #, ¥ du plan :

(1) (tt Av)? Al A2u v Av?;
) (4§ v)? A 2u -vAv?;
@) (wAv)(ui v) A’ v

Démonstration Ces trois propriétés se démontrent de la méme fagon, par appl ication du théoreme V.2.1démontrons la premiére :
(t Av)? B Av) - (tAv) B -t Av v Av -uAv v Al A2u v Av2 &

COROLLAIRE V.2.3

Pour tous vecteurs tt, ¥ du plan :

1 u- v/E ZAV (¢ v)2¢,

) u-v/EE (uAv) e v2¢;

Démonstration Ces propriétés sont équivalentes aux propriétés (1) et (2) du théoréme V.2.2; mais (1) peut aussi se déduire dulemme V.1.1letdela
dé nition V.1.1. &

V.2.2.b Produit scalaire et projection orthoganale

h : 1 [l

A B c® D?
THEOREME V.24
Soit A, B deux points d'une droite et C 0 DOles projetés orthogonaux respectifs de deux points C et D sur cette droite.

Ona: i i !:
g .bD Ahp - ED0.

i
Démonstration hdes vecteurs CC0 etﬁp(b sont orthogonaux a %\B donc en utilisant la relation de Chasles, il vient :
" .ED AhB - CCOACODOAD% /LE%«B CCOA%B CODOAiAB DOD}

AD AD

V.2.2.c Coordonnées d'un vecteur dans une base orthonormée

Soit & un vecteur doqf on cherche les coordonnees ( & y) dans une base orthonormée ( e ;ey).
Ona:t-e &£ xell-\yeg [Exe /Ex ettt -ep E xell-\yez Eye,’ FEy.
Nous en déduisons le théoreme suivant.

THEOREME V.2.5
Les coordonnées d'un vecteur t relativement a une base orthonormée ( e ;e) du plan sont:

(¢ req;tt - €0).
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_1
P3
22

p_T1 uop
2 etey
2

Hp

NI

Exercice V.2.1. Le plan est muni d'un repére orthonormé  (O;~,+). On considére les vecteurs e

|

1. Démontrerque (0;e1,ep) estun repére ortonormé.

2. Déterminer les coordonnéesde ~ et+ dans la base (e1,ep)

3. Soit M un pointdu plan, (x;y) ses coordonnées dans le repére (O;~,1) et(X;Y) ses coordonnées dans le repére (0;eq,ep).
Exprimer x ety enfonctionde XetY.

4. Unensemble H apour équation, x2 i y2 A 2, dans le repére (O;~,1).

Déterminer une équationde H dans le repére (0;e1,ep).

Ap_ly Ap_!, A p_ly, Ap_l,
. 2 2 2 1.1 2 i 2 2 1.1
Solution 1. Ona:e” £ — — AE-A-HlerFE— A — E-A-mH
o - 2 2 2 2 2 2 2
Ap_!2 Ap_!2
2 2 1 1 e o o o
etey -en A j - A - /EEi EAEO;donc: e1 /£ e Aleter? es.
‘ (0;e1,ep) estun repere orthonormé. ‘
2.
8 _ _ 8 _ _
e e TSUUL T B S
1® méthode Ona: 2|DE aoz ;donc: :.:/Ep; ;d'oCI:B IQE I@?E )
Ei—A— : 2 1E_Se A—Z
&2Ai— > t 1 5 A&
Dans la base (e1,€7) : _ _
rp- —p=T rp—= p=T
2 2 2 2
[ P~ P= A p_! _ p_
. . 2 2 2 2 2 2
2 méthode Ona:~-e| E1E£ 7A0£7ﬁEi7et~-ezﬁEl£ i AOf 7/Ei7;doncdanslabase(e1,ez) :
pp—= —1
—_— pz.- p2
2 ' 2
P P-  P- A P! Ps Py
Ona:+t -ei AOE 7/3\1£ TﬁEi—et-r-ez/EOE i AlE 7;E—;doncdanslabase(e1,ez):
pp= p=f
2 2
L p—
2 2
A 1
g) p2 p2 p2 p
Ap- Pz ! Pz Ps

2 2 2 2

(] = P=

% 2 2
X E—Xj —Y

2 2

3 P5 P3
T yE—XA—Y

2 2

4. Soit M un point du plan, (x;y) ses coordonnées relativement au repere (O;~,1) et (X;Y) ses coordonnées relative-
ment au repére (0;e1,ep).Ona:

M2H 2y m2 .
0 Ao "B_ 12 Rp_ p_ s
2 2 2 2
0 —Xi —Y | —XA—Y £&£;2
2 2 2

1 1 1 1
Exzi XYAEYzi Exzi XY EYZ,CEiz
i 2XYAE (2
0 XY 1
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On sait que 0, 1, donc cette derniére équation n'a pas de solution vériant : X £0. H est I'hyperbole équilatére *
d'équation :

1
Y A=
X

V.3 Applications du produit scalaire

V.3.1 Equation d'une droite de vecteur normal  n

DEFINITIONS V.3.1
Soit D une droite une droite du plan et M un point de D.

() La normale & D en M est la perpendiculaire a D issue de M.
2 Un vecteur normal & D est un vecteur directeur d'une droite no  rmale a D.

Remarques
1. Unvecteur normal a une droite est orthogonal a tous vecteur d e cette droite.
2. Pour qu'un vecteur non nul soit normal a une droite, il suftq u'il soit orthogonal a un vecteur directeur de cette

droite. TR TR |
- . X L a .. . R
3. En particulier, dans le plan muni d'un repére orthonormé, si  t b dirige une droite D, alors n a est normal a
|

D. Eneffet: & -n AEabAb(j a) A0, donc:n ? d.

4. Dans le plan, dire qu'un vecteur non nul, 1, est normal a une droite, D, signi e que l'orthogonale de lad irection
den estla direction de D.

5. Dans l'espace, l'orthogonale de la direction d'un vecteur e st une direction de plan. C'est la raison pour laquelle,
dans l'espace, on ne parle pas de vecteur normal a une droite m ais de vecteur normal a un plan.

THEOREME V.3.1 ¢
Soit a, b deux nombres réels non tous nuls et A xA yﬁ\ un point du plan muni d'un repére orthonormé.

a
(2) La droite issue de A et de vecteur normal f p apour équation :

i ¢
a(xi xa)Ab'yi ya AO.

B
. a . .
(2) Toute droite de vecteur normal r p aune équation de la forme :
axAby A c A0,
ou c est un nombre réel. i
. L s . . a
3) Soit ¢ un nombre réel, I'ensemble d'équation : axAby A c /0 ; est une droite de vecteur normal f b -
Lla'ﬂ Ry
Démonstration (1) Soit M(x ;y) un point du plan et D la droite issue de A et de vecteur normal  n b .}\M a pour coordonnées ! ya ,donc:
i [ ¢
M2D INYET ) A om0 g a'xi xa Ab'yi ya A0
.0 . A i . 0 ~0 . i ¢ i ¢ - N
) Soit D~ une droite de vecteur normal f b etB xg;yg unpointde D “. D”a pour équation: a xj xg Ab yi yg 4O; cest-a-dire, aprés
i ¢
avoir développé réduit et ordonné le premier membre : axAbyA;i axE{i byB} AEO.
z
83 c
< j—;0 sia, 0
?3) Désignons par E I'ensemble d'équation: ax Aby A c £0. Introduisons le point C de coordonnées o' a c .
© 05 — siaﬁEO
3 . i b .
Le point C est bien dé nicaronsaitque si a estnulalors b nelestpas. Deplus: a j — Ab£ OAc/E.cAOAcﬁEOetaE 0Ab | = Ac/EO. cAc&0;

¢
donc C est un point de E 2 Andene pas avoir a discuter les cas ou a est nul ou non, désignons par xc Yc €s coordonnees de C.Onaalors :
axc Abyc Ac 0. Soit M(x ;y) un point du plan. On a:

i ¢ ¢
M2E 0 axAbyAc /0 0 axAbyAc EaxcAbycAc 0 a'x; Xc Ab'yi yc A0 0 n -EM /0 0 !:M ?n.

LUne hyperbole équilatéere est une hyperbole dont les asympto tes sont perpendiculaires.
20n dit que les coordonnées de C sont une solution particulier e de I'équation de E.
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E est donc la droite de vecteur normal n passantpar C. &

Remarques

1. Pour connaitre une droite, il suf t d'en connaitre un point e t un vecteur normal.

On dit qu'une droite est déterminée par un point et un vecteur ~ normal.

2. Considérons I'équation : ax Aby A c; nous constatons que cette équation est de la forme : f(x;y) A0 ou f estla
fonction : (x;y) 7! ax Aby A c. De telles équations sont dites cartésiennes. Plus général ement, toutes les équations
évoquées dans I'énoncé du théoreme V.3.1sont des équations cartésiennes de droites.

Dans la démonstration ci-dessus, I'ensemble E était dé ni p ar une équation et pour le déterminer nous avons procéder en d eux étapes :
1. Nous avons déterminer une solution particuliére C.
2. Nous avons injecté les coordonnées de C dans I'équation de E.

Plus généralement, cette méthode est souvent décisive pour résoudre une équation équivalente a une équation du type, P 0, ou P est une

expression polynomiale de degré 1 dont les indéterminées sont les inconnues (dans la démonstr ation ci-dessus : P /ZaxAbyAc).

THEOREME V.3.2
Soit H un point d'une droite (AB). La perpendiculaire a (AB) i  ssue de H est le lieu des points M véri ant :

I.. I..
ng v 4B hH

I..
est la droite issue de H et de vecteur normal "AB .

s
Démonstration  Soit E le lieu considéré et D la droite issue de H et de vecteurn ormal AB . Pour tout point M du plan :
A g
e s = e .
M2E e . Av Ahs -h 0 e . A An &0 0 e .hm &0 0 M 2D.

Donc:E AD. a

V.3.2 Déterminations d'un cercle

Un cercle est le plus souvent déterminer par son centre et son  rayon ou par deux points diamétralement opposés.

THEOREME V.3.3 i ¢
Dans le plan muni d'un repére orthonormé, le cercle de centre A xa;ya etderayon R a pour équation canonique :

(xi xa)?A iy i yA¢Z AER?.

. . - . ) . Xi X
Démonstration Désignons par j le cercle de centre A et de R. Soit M(x ;y) un point du plan. Le vecteur JAM a pour coordonnées : yl' yA . Nous
iya

savons que les distances sont positives, nous en déduisons g ue :

M2i 0 AM AR () AMZ R i anzA'yi yA‘TQﬁERZ.
4
THEOREME V.3.4
‘ Soit a, b, c des nombres réels. Dans le plan muni d'un repere orthonormé, I'ensemble d'équation,

x2Ay?AaxAby A c A0, est soit un cercle, soit un point, soit 'ensemble vide.

Démonstration Désignons par E cet ensemble. Soit M( x ;y) un point du plan. Ona:

2% 2 a2z Mo a? . b2
M2E | x“Ay AaxAbyAcE0 XAE AyAE /ETATiC'
. . H a b'H
Introduisons le point | E;i E ;ona:
a b2
M2E IM2/E—A?|C
s
2 2 2 2
a b N a b
si—A—icEO M2E ME —A—jc
4" 4 S 4 4
a2 b2
E est le cercle de centre | et de rayon T A ) i C.
a2 b2
si—A—j c/A0 M2E 0 IM AEO.
E A{l}.
2 2
a b
siTATic(;O M2E IM2Co.

E estI'ensemble vide.
A
THEOREME V.3.5
Le cercle de diamétre [AB] est le lieu des points M du plan véri  ant:

hw 2 bw.
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Démonstration Désignons par E I'ensemble des points M du plan véri ant, J\M ? !BM et par | le milieu de [AB]. Le cercle, j,de diamétre [AB] estle
cercle de centre | et de rayon IA. Pour tout point M du plan :

hviobm

M2E 0 Ir I I: Is
0 ALAIM - BIATY A0
0 vida -iv ala mo
0 v 2, I!'I'A 2 o
0 M2 /I‘_EIA 2
0 M ZlA
0 M2j.

Le cercle de diametre [AB] est donc le lieu des points M du plan  véri ant : JAM ? EM .a

V.3.3 Géomeétrie du triangle

Dans toute cette partie ABC désigne un triangle, A I'B, c désignent respectivement les angles géométriques BAC],
ABG,ACB; a,b, ¢ désignent respectivement les distances BC, CA et AB et A désigne l'aire du triangle ABC.

V.3.3.a Aire d'untriangle

Comme chacun sait que l'aire d'un triangle se calcule
par la formule :

base£ hauteur
2

A E

Dans le triangle ABC ci-contre, si on choisit AB pour
base alors la hauteur CH est déterminée par :

CH /BCcosAB&EasinB.

1
On en déduit que : A /Eicasin B.
Plus généralement :

Fic. V.1-

1 1 1
A /EEbcsinA]/Eicasin B],éEEabsinCl (V.1)

V.3.3.b Théoréme des sinus

THEOREME V.3.6
Soit ABC un triangle et A son aire et R le rayon de son cercle circonscrit, on a :
2A sinA sinB sinC 1
— A £ A E—.
abc a b c 2R

2
Démonstration En multipliant ( V.1) membre a membre par 2be’ ilvient :

2A sinAl  sinB  sind
— E— AE— F—.
abc a b c

Les trois angles du triangle ABC ne peuvent étre tous droits 0 u obtus, car sinon leur somme serait strictement

supérieure a un angle plat. On en déduit que I'un des angles au  moins est aigu, par exemple C I, Soit I le milieu

du segment [AB] et O le centre du cercle circonscrit. Le trian gle OAB est isocele en O et, d'apres le théoreme

de l'angle inscrit, A0B! £2ACB. On en déduit gue le triangle OBI est rectangle en | et que : BOI 1£d; douil Fic. V.2 —
sinC 1

c
vient: — Z&BI AERsind; donc: — AE£—. &
2 c 2R
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V.3.3.c Théoreme d'A L KASHI

THEOREME V.3.7
Soit ABC un triangle, on a:

(1)  a?/&b2Ac?; 2bccosA

(2) b?Ac?Aa?| 2cacosB

(3) c?/£a’Ab?; 2abcosC

. ;

Démonstration (1) Ona:a? A':!iBC 2 ﬁE!EAC i !EAB 2 AEAC? AAB? | ZIhC I'}AB b2 Ac? 2bccosA.
On démontre de méme (2) et (3). &
Remarques
1. Lorsque I'un des angles est droit, on retrouve le théoréme de PYTHAGORE; en effet si par exemple I'angle A est
droit, (1) devient : a® Eb?Ac?.
2. Lethéoréme des sinus (V.3.6) et le théoreme d' AL KAsHI (V.3.7) permettent lorsqu'elle est possible la résolution
des triangles®.

V.3.3.d Théoréme de la médiane

THEOREME V.3.8
Soit ABC un triangle et A' le milieu de [BC],on a:

1
(1)  2AA% EAB?AAC?| > BC?;
i li 1
) AA® EhB AC A ZBCZ.
|>I1_ ‘ ﬂz |>|1_ i ﬂ2

Démonstration (1) ona:2AA% £nBABA? A Ac ACA?

T  TT
/E%BAEBC AAC 5Isc
FEAB? A %BCZ Alc g Anc?A % sc?Ake ta

EAB? AAC2 A %BCZ abc ts

1>

1
FEAB2 A AC? | EBc2

N IR SV & T S ST A S IS RN IR "
(2)  Enutilisant (1),il vient: ~BC? &~ nC i AB - AB AAc?; ZaB ‘AC S 2AA AEBC i 72AB ‘AC ;

ik 1
d'oti lon tire : AA @ £AB ac A ZBC2. a

3Résoudre un triangle : étant donnés un certain nombre d'angl  es et de cotés d'un triangle, déterminer les angles et les cdt és non donnés.
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Chapitre VI

Barycentre

VI.1 Barycentre

Les considérations envisagées dans cette partie sont valab les dans le plan et dans l'espace. L'ensemble W dési-
gnera, suivant les besoins du lecteur, le plan P ou l'espace E

VI.1.1 Introduction

DEFINITIONS VI.1.1
() Un point pondéré est un couple (A, ®) ou A est un point et ®un nombre, appelé coef cient ou masse.

(2) Un systéme de points pondérésest une collection de points pondérés dans laquelle un méme p oint pondéré
peut apparaitre plusieurs fois.
3) La massed'un systeme de points pondérés est la somme des coef cients

Remarque La différence entre un systéme et un ensemble est que dans un e nsemble, un méme objet ne peut pas ap-
paraitre plusieurs fois.

Exemple Soit A, B, C trois points de W, © a
(A,1),(B.i 2),(C,%),(B,i 2)

est un systeme de points pondérés de masse Vs 3.

VI.1.2 Activités

M ou N désignent des points variables et A, B, C ... des points  xes.
Exercice VI.1.1. 1. Simplier : k/IA Ak/IB .

2. On considere le systeme de points pondérés {(A,2),(B,2)}. La fonction vectorielle de Leibniz qui lui est associée est T :M 7! Zk/IA A Zk/IB .
| désigne le milieu du segment [AB].

a. Simplier T(M).

b. Soit g la fonction vectorielle de Leibniz associéea {(1,4)}.
Que peut-ondirede T etg ?

Exercice VI.1.2. Deux systemes de points pondérés sont dits équivalents lors  que leurs fonctions vectorielles de Leibniz sont égales. So it
ABC untriangle et T la fonction vectorielle de Leibniz associée au systeme  {(A,1),(B,1),(C,1)}.

1. Donner I'expressionde T (M).
2. Démontrer que pour tous pointsMetNde ~ W:
(M) £F(N) A 3R/|N .

3. Résoudre 'équation T (M) A9.
4. Déterminer un systéme réduit a un seul point pondéré équiv alenta {(A,1),(B,1),(C,1)}.
5. Quel lien existe-t-ilentre T et la fonction vectorielle de Leibniz, g, associée a{(A,2),(B,2),(C,2)}.

Le point G, centre de gravité de ABC, est aussi appelé isobary  centre des points A, B, C.

Exercice VI.1.3. ABCD est parallélogramme de centre I. On considere le system e S :{(A,1),(B, i 1),(C,1)}; et T sa fonction vectorielle de Leib-

niz associée.
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Lorsqu'un systéeme a une masse non nulle, l'unique solution d e l'équation T (M) A0 est appelée barycentre du systeme.
1. Déterminer le barycentre de S.

2.Simplier T(M).

3. Que peut-on dire des systemes {(A,1),(C,1)} et{(1,2)}

4. Que peut-on dire des systemes S et SO:{(I, 2),(B, i 1)}

5. Justi er que S et S%ont le méme barycentre.

6. Plus généralement énoncer un théoréme.

Exercice VI.1.4. ABCD est un parallélogramme de centre I. On considére les sys  témes{(A,i 2),(B,1)(C,1)} et s0: {(A,1),(B,i 1),(C,1),(D, i 1)};
ainsi que leurs fonctions vectorielles de Leibniz respecti ~ vesT et 0

1. Préciser la masse des systemes S et s0
2. Démontrer que T et #Osont des fonctions constantes.
3. Résoudre T(M) /0 puis T9M) /0.

4. Enoncer un théoréme sur les systémes de points pondérés de  masse nulle et les fonctions vectorielles de Leibniz consta  ntes.

VI.1.3 Dé nition et propriétés

DEENITION-VL.1.2 a
Soit (A ,®) i 2,1,nf un systéme de points ponderes La fonction vectorielle de L  EIBNIz qui lui est associée est la

fonction, i , qui atout point Mde Wassocie Ievecteur% (M) dé nipar:

!if (M) /E®lﬂ/|A1 A®2ﬂ/|A2 A¢¢¢&R/|An /EX] ®K/|Ai .

i

I .
Exemple Soit A et B deux points de W, I le milieu du segment [AB] et - ¥ la fonction vectorielle de LEiBNIZ associée au
systéme{(A, 2), (B, 2)}. Pour tout point Mde W:

oy m2hia A2Ms i AZia Adw AZis adi (VI.1)
En particulier: ¥ (1) 40} ¥ (A) 4l A2RB et | (A) 4Bl /£ 2he.

THEOREME VI.1.1

A
© — a X I
Soit (Ai,®) i2,1,nf unsysteme de points pondérésdemasse m m A ® et ¥ lafonction vectorielle de Leibniz
;=1

qui lui est associée.

I .
() Sim, O, il existe un unique point G de  Wvéri ant: B (G) A0.
Pour tout pointMde  W: ¥ (M) EmMG .

'
(2) Sim AQ, alors ¥ est une fonction vectorielle constante.

Démonstration Pour tous pomts Met N de W ona:

'f(M)i'f(N)/E ®F\/IA“ & Na, £ ® RAA,INA £ ®Kuv| £ ' “hm Emhim -
donc - i AL i AL i AL i AL i AL

i (M) pa Ny Amban (V1.2)
Soit A un point xé. Enprenant: N /A, il vient pour tout point Mde W'
o A a)Amia (V1.3)
Sim, 0
EXISTENCEDEG Introduisons le point G tel que : kG AE—f (A).
En utilisant ( VI.3) avec : M A£G, il vient : . . ' .
't o)At mAmba £F (A)i't (a) &0,
DEMONSTRATION DE LA FORMULE  Pour tous points M de W, en utilisant ( VI.2) avec : N &G, il vient :

o) AF (@)Amii moAmbic Amine .
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UNICITEDE G D'apres laformule précédente, puisque m, 0, pour tout point M du plan :
' i i
FVMy & mhic m0 G A M AG.

Sim A0
Pour tous points Mde W, d'aprés (VI.3) :

oo A (wAohv A (a).

Donc!if est une fonction vectorielle constante. &
Le théoreme VI.1.1 justi e la dé nition suivante.
DEFIgTION V1.1.3 a
Soit (Ai,®) i2,1,nf unsysteme de points pondérésde masse non nulle.
Lunique point, G, véri ant :
®lEA1 A®ZEA2 A¢¢¢®nbAn ;

est appelé barycentre du systéeme.

Notations et vocabulaire  On peut alors écrire :

a

©
G Abar (A1,®),¢¢HA,,®)

Si de plus tous les coef cients sont égaux, ont dit que G estl' isobarycentre des points A1,¢ ¢ ¢A,.

Remarques

1. Un systeme dont la somme des coef cients est nulle na pas de b arycentre.

2. Lorsqu'on évoquera le barycentre d'un systéme, si cela n'‘es t pas explicitement précisé, il sera sous-entendu que
la masse,m, du syste‘me@st non aulle. a

3. Sim, O, lesysteme (A;,®) i2,1,nf estéquivalenta {(G,m)}.

On en déduit que deux systemes de masses non nulles sont équiv alents si et seulement si ils ont le méme barycentre
etla méme masse.

4. Deux systémes de masses nulles ne sont pas nécessairement équivalents.

Exemple

Considérons le systeme composé de deux boules homogénes de ’Lt\) Ih %
méme masse, m, reliées par une tige rigide et sans masse de longueur om m
*. Ce systeme est équivalent a une masse ponctuelle de masse 2m

placé au centre, I, de la tige. FIG. VI.1—

Exercice VI.1.5. A, B, C, D sontdes points xés de Wet M est un point variable. Simpli er les écritures.

ala Al AMC .

b. Ma Als i alic .

c.3lia Asls i alic Ashp .
d. 3MA i sl i alic Asho .
Solution
a. Introduisons l'isobarycentre, G, des points A, B et C. Il vie nt par réduction, pour tout M 2\W':
ba Ale A C A3MG.
b. On reconnait une fonction vectorielle de Leibniz associée a un systeme de masse nulle. Cette fonction est donc
constante, (en calculculant Iimage de C) pour tout M 2 \W:
A Als i 2hic 2ta ats. L
En calculant Iimage de A on aurait obtenu, tout M 2W': L/IA AL/IB i Z@RD/IC ENB i IAC.
¢. On reconnait la fonction vectorielle de Leibniz associée au systeme (A,3),(B,5),(C,i 4),(D,6), de massel0.Ona:
10, 0; ce systéme a donc un barycentre que nous appellerons Gy ; il vient par réduction, pour tout M 2 \W:
slia Ashie i alic Al ;Eloﬂ/lel.
d, De méme qu'en b., pour tout M2W:_ - )
slia | she i alic AeliD & 8B | 4c AshD adbA | 4Bc AsbD .

Remarque Les systemes associés aux questionsb. et d. ont une masse nulle, on ne peut donc pas introduire de bary-
centre.
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VI.1.4 Propriétés

THEOREME VI.1.2 H OMOGENEITE
|| On ne change pas le barycentre d'un systéeme en multipliant to  us ces coef cients par une méme constante non nulle.

a
Démonstration SoitGle barycentre d'un systeme (A ,®)ji2,1,nf demassenonnulleet , unréelnonnul.

Ona: ®EA. /B0 ; donc : ®; EA. /E, @EA. /E, 0 AD. 4
i AL i AL i AL
THEOREME VI.1.3
Soit A, B, C, D quatre points non coplanaires et a, b, c, d quatre nombres réels tels que :

aAb, 0;aAbAc, 0;aAbAcAd, O.

b
Q) Le barycentre du systéme {(A, a), (B,b)} est le point d'abscisse —— sur la droite (AB) munie du repﬁ‘ere (A,B).
v

aAb
2 Le barycentre du systéeme {(A, a),(B,b),(C,c)} est le point de coordonnées
(ABC) muni du repeére (A,B,C).

EI?’) Le barycentre  du systémﬁ {(A, a),(B,b),(C,c),(D,d)} est le point de  coordonnées
b c

aAbAchAd aAbAcAd aAbAcAd

c
; le pl
aAbAc aAbAc sur e pian

dans E muni du repére (A,B,C, D).

Démonstration Les trois propriétés se démontrent suivant le méme schéma. A titre indicatif nous démontrerons la propriété  (2).
Soit G le barycentre du systéme. Pour tout point M de VW, on a par réduction de somme de Leibniz :

(aAbAc)RAG AEaMA AbMB Acl/lc.

Pour M ZA, on en déduit que :

K b & c &

nG £ nB A he .
aAbAc aAbAc

D'ou I'on tire le résultat désiré. &
Exercice VI.1.6. A et B sont deux points tels que AB /3. Placer le barycentre G du systeme {(A,i 2),(B,5)}.

5
Solution G est le point d'abscisse 3 sur la droite (AB) munie du repére (A,B).

Exercice VI.1.7. Le plan est muni du repéere (O;~,1). On consideére les points A(1;j 1), B(5 ;-1) et C(2;2).

Placer le point, G, barycentre du systéeme  {(A,i 5),(B,9),(C,8)} Yo fu Tu 1%
3 2
Solution La masse du systéme est12, donc par homogénéité : G Abar A;j e B; 7 C;§ . Nous en déduisons
M 1

que G est le point de coordonnées 2 ; 3 dans le repére (A,B,C).

THEOREME VI.1.4
Soit A, B, C, D quatre points non coplanaires et X, y, z trois nombres réels.

() Sur la droite (AB) munie du repére (A, B), le point d'abscisse x estle barycentre du systéeme {(A,1i x),(B,x)}.
2 Dans le plan (ABC) muni du repére (A, B, C) le point de coordonn ées x;y estle barycentre du systeme
{(A1i xi y),(B,x),(C,y)}

3) Dans E muni du repére (A, B, C, D)le point de coordonnées ( x;y;z) est le barycentre du systéme

{(A1i xi yi 2),(B,x),(C,y)(D, z)}-

Démonstration Les trois propriétés se démontrent suivant le méme schéma. A titre indicatif nous démontrerons la propriété  (2).
Soit M(x ;y) dans le repére (A,B,C). Ona:

hw adaB Ay axhm AxMe Ayhm Ayiic |
On en déduit que :
@i xi y)MA AXMB AyK/IC iz}

D'ou I'on tire le résultat désiré. a
Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des thé orémes VI.1.3 et VI.1.4.

COROLLAIRE VI.1.5
Soit A, B, C, D quatre points non coplanaires

Q) L'ensemble des barycentres des points A et B est la droite (AB ).
(2) L'ensemble des barycentres des points A, B et C est le plan (AB C).
3) L'ensemble des barycentres des points A, B, C et D est I'espac e E.

Démonstration Démontrons par exemple (2).
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D'apres le théoreme VI.1.3 tout barycentre de A, B, C est un point de (ABC).
D'apres le théoreme VI.1.4 tout point de (ABC) est un barycentre de A, B, C.
Donc, I'ensemble des barycentres des points A, B et C estle pl an (ABC). &
THEOREME VI.1.6 ASSOCIATIVITE
Dans un systeme de points pondérés, lorsqu'on remplace un so us-systéme par un sous-systéme équivalent, on ob-
tient un systéme équivalent.
© ) al © _ . @
Démonstrati(gn Soitun systeme (Aj,®)ji 2,1,nf, f lafonction vectorielle de L EIBNIZ associée et (Bj, j)jj 2,1,pf unsystéme équivalent

ausysteme (Aj,®)ji2,1,qf (avec0Cqgn). a
ous devons démontrer que les systémes  (A1,®1), ¢ ¢NAq,®y), (AgA1,®qA1), ¢ AL, ®y) et
(B1, 1),¢¢HBp, p), (AqA1,®q,&1) ¢CHAn, ®n) ont la méme fonction vectorielle de L EIBNIZ.

Pour tout pointMde W, ona: ®FVIA /E - MB
i/

! X ® X
Donc, pour tout point M de W: k (M) ﬁE ® F\/IAi ﬁE ® F\/IAi A ® F\/IAi £ T R/IBJ- A ® FVIAi a
i A i i AgAL jAa i AL

Remarque Le théoréme VI.1.6 signi e, entre autre, qu'on ne change pas le barycentre d'un  systéme en remplacant un
sous-systéme par un sous-systéme équivalent.

Exercice VI.1.8. Soit ABC un triangle et a, b, c troisréelstelsque: aAb, 0;bAc, 0;cAa, OetaAbAc, 0.0n considére les points A0
BOet Co, barycentres respectifs des systéemes : {(B,b),(C,c)};{(C,c),(A,a)};{(A,a),(B,b)}.
1. Justi er I'existence des points A% BOet O
2. Démontrer que les droites (AA%, (BB% et (CC% sont concourantes en un point qu'il conviendra de préciser.

Solution 1. Les systémes :{(B,b),(C,c)}; {(C,c),(A,a)}; {(A,a),(B,b)},; sont chacun de masse non nulle, donc leurs
barycentres existenéj
2. Posons :G Abar (A,a)(B,b), é: c) .
Par associativité, ona : G AEbar (A,a)(A° bAc) /Ebar (B b), (B aAc) /Ebar (C c),(C® aAb)
Donc G appartient a la fois aux trois droites :
G est le point de concours des droites (AAY, (BBY et (CCY.

a

THEOREME VI.1.7 3 g
L'espace Eest munid'unrepére O:~ 1K a
Pouri 2f1;n, on considére des points A ; (X; ;Vi ;zi) et G le barycentre du systeme (AI ®) 2,1, nf demassem non
nulle. 8
1 X
XcE— @ X
mim
1 X
Les coordonnéesde Gsont: _ Yc £— ®Y;
mim
1 X
g E— @z
mim

Démonstration Pour tout pointMde E ona:

x
mhic & @RAAi .
i
Pour M AO, on en déduit que :
1 X
be &L ®5Ai .
mim
D'ou I'on tire le résultat désiré.  a 38
1 X
E XcA—  @X;
R mim
Remarque Dans le plan on a de méme : 3 1%
TYcE—  ®Yy;
mim

DEFINITION VI.1.4
Soit f une application de \WWdans lui-méme. - a

Ondiraque f@onserve les barycenres si pour tout systéme (AI ,®) i 2,1,nf demasse nonnulle m etde barycentre
G, le systeme (f(A),®) i2,1,nf apourbarycentre f(G).

Les isométries ont été vues en classe de Seconde, les homthéties seront vues a la n de l'année scolaire et les simi-
litudes seront vues en enseignement de spécialité en classe de Terminale. Nous admettons le théoréme suivant.
THEOREME VI.1.8
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Q) Les isométries (translations, rotations, ré exions ...

conservent le barycentre.
2 Les projections conservent le barycentre.

VI.1.5 Exercices

VI.1l.a. ABC est un triangle. Démontrer que lisobary-
centre des points A, B, C est le point de concours des

médianes du triangle ABC.

), les homothéties et plus généralement les similitudes
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Chapitre VII

Suites numerigques

VIl.1 Vocabulaire de l'ordre dans R

VIl.1.1 Majorants, minorants...

Considérons une partie Ede , parexemple:E A 3;0][ {2};
On a pour tout x 2 E: 2,5E x; on dit que 2,5 est majorant de E. Tout nombre plus grand que 2,5 est également un
majorant de E. L'ensemble des majorants de E est l'intervall e [2;A1 [.

Onapourtout x2E:j4E x;onditque j 4 estminorant de E. Tout nombre plus petit que | 4 est également un
minorant de E. Lensemble des minorants de E est l'intervall e]ijl ;i 3].

E a un plus grand élément, 2, mais n'a pas de plus petit élément .

Un ensemble qui a des majorants (respectivement des minoran ts) est dit majoré (respectivement minoré ). Un

ensemble a la fois minoré et majoré est dit borné. Certaines partiesde ,comme |, ne sont pas bornées.
Le plus petit élément (s'il existe) de 'ensemble des majora nts (respectivement minorants) est appelé borne supé-
rieure (respectivement borne inférieure ). Par exemple la borne supérieure de E est 2 et sa borne inféri eure estj 3.

THEOREME VII.1.1 3
|| Une partie Ede  est bornée si et seulement si il existe un nombre réel A tel que pour tout élément x de A:jxjEA

Démonstration Pour tous nombres réels x et A:
XjEA 0 i AEXEA.
Soit E une partie de
S'il existe un nombre réel A tel que pour tout élément  x de E :jxj E A; alors | A est minorant de E et A est un majorant de E ; on en déduit que E
est borné.

Réciproquement, si E est borné. Soit m un minorant de E et M un majorantde E. Posons: A Amax{j m,M}.
Ona:imEAetMEA;donc: | AEm etM E A; or pour tout élément x de E :m E x E M; donc par transitivité : j AEx EA.
Soit nalement, pour tout élément  x de E:jxj EA. &

VIl.1.2 Théoreme de la borne supérieure (complément)

Ce paragraphe est hors programme, il peut ne pas étre lu et est destiné aux éléves désireux d'en savoir plus.

Soit maintenant une partie majorée non vide E quelconque. Le s considérations envisagées ci-dessus laissent supposer
que l'ensemble des majorants de E est un intervalle qui serai tdonc de laforme[ a;Al [ou]a;Al [(a2 ).Maissia
n'était pas un majorant de E, alors il existerait un élément  x de E tel que : a G x.
(grl\sxe trouverait alors dans la situgg\o)? contradictoire asxix vante :

. . X
— est un majorant de E (car 2]a;A1 ) et n'est pas un majorant de E (car C X).
On en déduit que a est le plus petit des majorants de E et donc la borne supérieur e deE.
Cette étude nous conduit a énoncer le théoréme suivant que no  us admettons.
THEOREME VII.1.2 T HEOREME DE LA BORNE SUPERIEURE
‘ Toute partie majorée (respectivement minorée) non vide de a une borne supérieure (respectivement inférieure).

Remarque Ce théoréme est faux dans

Exemple Dans l'ensemble © - a
EE X2 x°C2

est majoré par > mais n'a pas de borne supérieure ; alors que dans il a une borne supérieure : 2.
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VII.2 Dé nitions

VIl.2.1 Introduction

DEFINITION VII.2.1 SUITE NUMERIQUE

H Une suite numérique est une fonction d'une partie de dans un ensemble de nombres (généralement ).

Exemples

1. Onpeutconsidérer la suite (up),o> dé€ nie par: un &n?.

Onaalors:ugAO0;uy A1;ux A4;u3 A9 us A£16...

Pour chaque terme u, ona:u, &f (n); ou f estlafonction x 7! x°.

On dit que la suite (up) estdé nie explicitement

On peut calculer directement des termes de « grands indiC(es » (u 1100 /E10000).

2. On peut considérer la suite (vn)ng2 dé nie par : 2

1 1 1
Onaalors:vy = ;v3 E— V4 E— CCC
2' "4 16
Vo et vy ne sont pas dé nis.
Pour chaque terme ona: vpaa1 Af (vn); ot T estla fonction x 7! x2.
On dit que la suite (v,) est dé nie par récurrence
Pour calculer un terme il faut connaitre les termes précéden ts.

La suite (vy) peut cependant étre dé nie explicitement, pour tout entier naturel nE 2 : vy £

Yo

wo AEwq AL
WnA1 AWnA1Awn i n

1
2(2ni 2) :
3. On peut également considérer la suite (Wp),> dé nie par:

Déterminer les cinq premiers termes de cette suite.

Remarque Toutes les suites étudiées en classe de Premiere et de Termin ale seront dé nies sur ou a partir d'un
certain indice.

VII.2.2 Composée d'une suite par une fonction

DEFINITION VII.2.2
H Soit f une fonction et ( vn) une d'éléments de 'ensemble de dé nitionde  f.

La composée de (vp) par f estla suite (u,) de terme général : u, &Af (vy).

Exemple Si(vn),> etf sontdé nies par: vnﬁEnzetf(x)ﬁEin 3;alors (up),, estdé niespar: up /Eani 3.

VII.3 Représentation graphique d'une suite

VII.3.1 Représentation graphique d'une suite dé nie expli citement

Pour représenter graphiquement une suite dé nie explicite  ment (par une relation du type u, Zf (n)), il suft de
représenter graphiqguement la fonction f sur la partie positive de son ensemble de dé nition.

2
Exemple Pour représenter graphiquement la suite (up)ng1 dé nie par: up A2j = ; il suf t de tracer la représentation

2
graphique de la fonction f :x 7! 2j " ; pour chaque indice n, up estl'ordonnée du point de la courbe d'abscisse n.

Les termes de la suite apparaissent alors sur I'axe des ordon nées (voir gure VII.1).
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C

el i—— I I I I I I I I : :

- == I | I I I I I I I
us [ | | | ' | | | | | | | | |
Uoopr———=——2 l [ [ I ' | | | | | | | | |
1 | | | | | [ | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | |
U —| % | | | | ! | | | | | | | | |

0~ /1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

FiG. VII.1 — Représentation graphique d'une suite dé nie expli citement.

VII.3.2 Représentation graphique d'une suite dé nie par ré currence

Pour représenter graphiquement une suite dé nie par récurr  ence (par une relation du type upi ZAf (up)), on re-
présente graphiqguement la fonction f sur un intervalle contenant tous les termes de la suite et ont race la premiére
bissectrice®. On place le premier terme puis les autres de proche en proche par la méthode suivante.

Méthode pour placer una1 surl'axe des abscisses lorsque up est placé

— On place sur la courbe le point A , d'abscisse up . Ce point a donc pour ordonnées f (uy,), c'est-a-dire upAs.

— On place sur la premiére bissectrice le point B ,, de méme ordonnée que A ,,. B, est le point d'intersection des

droites d'équations y /X ety AunhA1, By adonc pour abscisse upas.

— Il nereste plus qu'a placer upAj surl'axe des abscisses.

Exemple Pour représenter graphiquement la suite (up),» dé niepar: A Un A i ;

X o 2
ontrace sur [0;A1 ] la représentation graphique de la fonction f :x 7! > A < etla droite ¢ d'équation: y /EX.

Les termes de la suite apparaissent alors sur l'axe des absci sses (voir gure VII.2).

Bo

Ao

By

Aq

B2

Ao

|

| |

+ | l
| |

| |

-~ us uz usz Ug
0]

FiG. VII.2 — Représentation graphique d'une suite dé nie parré currence.

VIl.4 Suites bornées

DEFINITIONS VII.4.1 SUITE BORNEE

(2) Dire qu'une suite est majorée (respectivement minorée) signi e que I'ensemble des termes de cette suite est
majoré (respectivement minoré).
2) Une suite a la fois majorée et minoré est dite bornée.

Exemple Considérons la suite (Up),, dé nie par: u, A2sinn A1

Soitn un entier naturel. La fonction f :x 7! 2xA1 est croissante sur ~ (fonction af ne de coef cient dominant positif)
etonsaitque: i 1Esinn E1;donc: f(j 1)E f(sinn) E f (1); c'est-a-dire : | 1LE up E 3. La suite (un) est donc majorée
par 3 et minorée par 1

Lia premiére bissectrice est la droite d'équation y Ax
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Lorsqu'une suite ( up) est majorée, par abus de langage nous appellerons borne sup érieure de (up) la borne supérieure
de I'ensemble de ces termes.

VII.5 Suites monotones

VII.5.1 Dé nitions

DEFINITIONS VII.5.1 SUITE MONOTONE

Q) Dire qu'une suite est croissante (respectivement décroiss ante) signi e que cette suite est une fonction crois-
sante (respectivement décroissante).
2 Les suites croissantes et les suites décroissantes sont dit es monotones.

Soit (Un)nen, Une suite. Dire que ( u,) est croissante signi e que pour tous entiers  p et g supérieurs ou égaux a ng :
pEq /E) up E ug.

Remarques

1. Ondé nitde méme les suites strictement monotones.

2. Toute suite croissante est minorée par son premier terme

3. Toute suite décroissante est majorée par son premier terme

DEFINITIONS VII.5.2

Soit (Un)nEn, UNE Suite.
() La suite (up) est dite constante lorsque pour tout nombre entier,  n, supérieur ou égala ng : up AEun,.

2 La suite (up) est dite stationnaire lorsqu'il existe un nombre entier,  p, tel que pour tout nombre entier, n,
supérieur ou égala p :up Aup.

Remarques

1. Les suites constantes sont les suites a la fois croissantes et décroissantes.

2. Les suites stationnaires sont les suites constantes a parti r d'un certain indice.
3. Les suites constantes sont des cas particuliers de suites st ationnaires.

VII.5.2 Méthodes d'étude du sens de variation d'une suite

VIl.5.2.a Cas général

THEOREME VII.5.1
Soit (Un)nEn, UNE Suite numérique.

() Sipourtoutentier n Eng,ona:unA1j Un E 0;alors la suite (uy,) est croissante.
2 Sipourtoutentier n Eng,ona:unA1j Un EO;alors la suite (uy,) est décroissante.

Démonstration Démontrons (1). Soit p et q deux entierstelsque: no Ep Eq.Ona:
up EupA1 ECCCEq; 1Eug
donc la suite (up) est croissante. On démontre de méme (2). &

. 1
Exercice VII.5.1. Etudier le sens de variation de lasuite  (un),, 2 déniepar: up /EH'
Solution Soitn un entier naturel non nul. On a:

U .U;El_lﬁEni(nAl) 1
ALt AR n(nA1) 'n(nA1)
. -, . 1
orn etn A1 sont tous deux strictement positifs donc pour tout entierna  turelnonnul nona:j m Co;

cest-a-dire : Upa1j Up EO.
La suite (un) est donc décroissante.
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VII.5.2.b Lorsque tous les termes de la suite sont stricteme  nt positifs

THEOREME VII.5.2
Soit (Un)nEn, UNe suite dont tous les termes sont  strictement positifs .

. . ~ u ~ . .
(2) Si pour tout entier n Eng,ona: UnAz E 1; alors la suite (up) est croissante.
u
ungl

Un

(2) Si pour tout entier nEng,ona: E 1; alors la suite (uy,) est décroissante.

Démonstration Ce théoréme se déduit du précédent car les termes de la suite é tant strictement positifs, on a :

u . N u . .
UnAL gy A upAlEun et UnAL gy /A  uparEun.d
Un Un
. 1
Exercice VII.5.2. Etudier le sens de variation de la suite  (un),, 2 déniepar: up ﬁEH .

Solution Tous les termes de cette suite sont strictement positifs. So it n un entier naturel non nul.

1
UnAt —nA1 . n ,_nA1j1 1
E /E i FELj :
Un 1 ""nA1  nA1 ''nA1
n
L UnAl - . .
Donc : o E 1. La suite (up) est décroissante.
n
VII.5.2.c Lorsque la suite est dé nie explicitement, up Zf (n)

THEOREME VII.5.3
Soit (Un)nEn, UNE suite dé nie par une relation du type :  un ZAf (n).

Q) Silafonction f est croissante sur [ng;Al [; alors la suite (uy,) est croissante.
(2) Silafonction f estdécroissante sur[ng;Al [; alors la suite (up) est décroissante.

Démonstration Ce théoréme est une conséquence immédiate de la D EFINITION VII.5.14

. 1
Exercice VII.5.3. Etudier le sens de variation de la suite  (un),, ? déniepar: un /EH .

1
Solution On sait que la fonction x 7! " est décroissante sur [1;A1 [ donc la suite (up) est décroissante.

Remarque La réciproque de ce théoréme est fausse, la suite (un) peut étre croissante sans que la fonction f le soit.

X, 1
Pour s'en convaincre il suf t de considérer, par exemple, la  fonction f :x 7! > A >, sin(2¥x).
4
1
La fonction f n'est pas monotone car sa dérivée, la fonction 9:x 7! > A cos(2vx), est strictement positive sur les in-
* 5 5 © 5 7
tervalles K i E;k/:\ E (k 2 ) et strictement négative sur les intervalles kA 1—;k/3\ — (k2 ); et pourtant la

2 12
n
suite (up), dé nie par un Af (n) AEE’ est strictement croissante (voir gure VI1.3).

VII.5.2.d Composée d'une suite monotone par une fonction mo notone

Le théoreme suivant est un cas particulier du théoreme 1.1.3.
THEOREME VII.5.4

Siuy, estune suite monotone d'éléments d'un intervalle I etsi  f est une fonction monotone sur |, alors  f (up) est une
suite monotone ; plus précisément, le sens de variation de f (up) est donné dans le tableau ci-dessous.

f est croissante sur | f estdécroissante sur |
(up) est croissante (f (up)) est croissante (f (un)) est décroissante
(un) est décroissante | (f (up)) est décroissante (f (upn)) est croissante

Exemple Considérons la suite (vn),> 2 determe général : vy 'CEX_1'

kﬁEI.k
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ust-- - - - - - - - - - - - -\ -\ -+ -+« —« —«

usg+--- - - - - - " " - - - - - -\ - -« -« —« =

upt+------ - - - - - - - - - —— -« — — - —

ugt-+- - ——————— - - — - — -
I

L i \

us - - - - -"--"--"-"—-—-—-—— -5

[
[

[

[

[

[

ugfp-————————— [
[

[

Ui+ ——- }
|

F1G. VII.3 — Suite croissante dé nie explicitement, sans que le fonction soit croissante.

X 1 1
(vn) est la composée de la suite (up),o 2 de terme général, u, /£ m par la fonction f :x 7! < (up) est strictement
kAL

1 1.
positive (comme somme de nombres strictement positifs) et ¢ roissante (8n 2 ? UnA1 i Up 'CEH avec = E Q) de plus
la fonction f est décroissante sur]0:A1 [; donc la suite (v,) est décroissante.

VII.6 Suites arithmétiques - suites géométriques

VII.6.1 Suites arithmétiques
VIl.6.1.a Dé nition

DEFINITION VII.6.1 ~
|| Une suite arithmétique de raisonr est une suite (Un)nen, telle que pour tout entier n Eng : uni1 Aun Ar.

Remarque Une suite arithmétique est entierement déterminée par sara ison et son premier terme.
Exemple Pour la suite arithmétique de raison i 2 et de premier terme usz A5,0na:u4 A3 us Al;ugEjl...

Up UpA1 UpA2 UpA3 UpA4
1 | [ | |
1 | | | |
r r r r

Fi1G. VII.4 — Suite arithmétique.

La gure VII.4 suggére que pour une suite arithmétique de raison 1 : upa4 Eup Adr.
Enposant: n £pA4;ilvient:4 Anj petuy, £up, A(nj p)r.
Plus généralement, on a le théoréme suivant.

THEOREME VII.6.1
Soit (Un)nEn, UNe suite arithmétique de raison r.

Pour tous nombres entiers n et p supérieurs ou égauxa ngona:

un Zup A(ni p)r.

Démonstration Procédons par disjonction des cas.

PoNTUS DE TYARD—20082009 1¢v



VII.6. Suites arithmétiques - suites géométriques 93

1% casn /p Ona:upA(nj p)r £un AOEr Aup ; donc le théoréme est véri é.

2%casnEp Ona:upAyAupAr;upao BuparAr upas AupazAr ;...
plus généralement, a chaque étape on passe d'un terme au suiv ant en ajoutant r. On passe deup aup ennj p étapes, c'est-a-dire en
ajoutant nj p fois r, d'ou: un £up A(ni p)r.

3%casn Cp Ona:pEn;donc, daprés le cas précédent (en permutant n et p), il vient : up Aun A(i n)r;dou: up FEup Amni p)r.

Dans les trois cas la formule est véri ée. a
Exemple Si(uyp) est une suite arithmétique de raison i 5etsiuyz A£52 alors :ujp1 Auizi 5(121; 13) A i488.

Lorsque p 4Ang, on en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE VII.6.2 .
Si (up) est la suite arithmétique de raison r et de premier terme up,, alors pour tout nombre entier n (avecn E ng), on

a:

Un Ar(ni no)Aun,.
Exemple La suite arithmétique (un) de raison 3 etde premier terme u, £ jlestdé niepar: un A£3(nj 2)ij 1A3nj 7.

Remarques

1. L'expression obtenue dans le corollaire VI1.6.2 fournit une dé nition explicite d'une suite arithmétique.

2. le terme général d'une suite arithmétique est une fonction a fne de l'indice dont le coef cient de degré 1 est la
raison.

VII.6.1.b Propriétés

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de ladé n ition VII.6.1.

THEOREME VI1.6.3
‘ () Une suite arithmétique est croissante si, et seulement si, s araison est positive.

(2) Une suite arithmétique est décroissante si, et seulement si , sa raison est négative.

DEFINITION VII.6.2 Ab
a
‘ La moyenne arithmétique de deux nombres réels a etb estle nombre : —

THEOREME VI.6.4
|| Sia, b, ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite arithmétique, al ors b est la moyenne arithmétique de a etc.

Démo%stration Soit (up) la suite arithmétique, r saraison etk l'indice de b.
< a/Euki 1 )
aAc _bjrAbAr
Ona:, b /Auy Auy; 1 Ar AaAr ;donc:TﬁElf/Eb.'a
© c/Eugpqg Au Ar AbAr

VIl.6.1.c Somme de termes consécutifs

Soit (Un)nen, une suite arithmétique et m et p deux entiers tels que : ng EmEp.

r
On se propose de calculer lasomme : S Fum Aunmai Acceh, £ up.
[ ﬁz ? nAm

pi mA1ltermes
SE Um A (umAr) A ¢ee AumA@pi mr)
SE uUmA@@imr) A UnApimir) A ¢ece A Um

17
Onadonc:

puis par somme : 2S Aum Aun A(pi m)N) A (um Aun A(pi m)ryAcee Aum Aup A(pi m)r); dod nalement:

m A
umAumarAceehy Api m Al)%.

THEOREME VI1.6.5 o
Soit (Un)nEn, UNe suite arithmétique et m et p des nombres entiers naturels telsque: ngEmEp.Ona:

umAu

u Epi mAny—2F
. k/En 2 7 . . . o .

On peut retenir cette formule en remarquant qu'une somme det  ermes consécutifs d'une suite arithmétique s'obtient

en effectuant le produit du nombre de termes par la moyenne de s termes extrémes.
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Exercice VI1.6.1. Calculer la somme des n premiers nombres entiers naturels non nuls.
Solution Lesn premiers nombres entiers naturels non nuls sont les n premiers de la suite arithmétique de raison 1
et de premier terme, u1 A1, donc :
X urAug 1An _n(nA1)
An A .

k /En
L 2 2 2

Exercice VI1.6.2. Calculer la somme des n premiers nombres entiers naturels impairs.
Solution Lesn premiers nombres entiers naturels impairs sont les nombres de laforme 2k 1, pour k variantde 1an ;
ce sontdonc les n premiers termes de la suite arithmétique de raison 2 et de premierterme: uy A£1.Ona:u, A2nj 1.

VII.6.2 Suites géométriques

VII.6.2.a Dé nition

DEFINITION VII.6.3 ~
|| Une suite géomeétrique de raison g est une suite (Un)nen, telle que pour tout entier n Eng :upi1 Z£qun.

1
Exemples Considérons les suites géométriques (un), (vn) et (wpy), dé nies sur , de raisons respectives 2, j 3, — etde
premiers termes respectifs 3,2, i 4. Les cinq premier termes de chaque suite sont représentés da ns la tableau VII.1.

n 0 1 2 3 4
Un 3 6 12 | 24 48

Vo | 2 | 16| 18 |54 162

1 1
wn | id4]i2]il iz iZ

TAB. VII.1 - Cing premiers termes de suites géométriques ( up), (vn) et (wp).

Remarques

1. Lorsque q A0, la suite est nulle a partir du deuxiéme terme, elle est donc s tationnaire.

2. Lorsque q A1, la suite est constante.

3. Une suite géométrique est entierement déterminée par sarai  son et son premier terme.

4. Lorsque la raison est strictement négative et le premier ter me non nul, la suite est de signe alterné, elle est donc
non monotone (ni croissante ni décroissante).

5. Lorsque la raison est strictement positive, la suite géomét rique est du signe de son premier terme.

THEOREME VII.6.6
Soit (Un)nEn, UNe suite geometrique de raison q.
Pour tous nombres entiers n et p supérieurs ou égauxa npona:

Un AZupq"iP.

Démonstration Procédons par disjonction des cas.

1% casn Ap Ona:upqg"iP /EupqoﬁEup /Eup, ; donc le théoréme est véri é.

2% casn E p Ona:upAi/Upqg;UpA2EUpA1d;UpA3 AUpA2];...
plus généralement, a chaque étape on passe d'un terme au suiv ant en multipliant par ¢. On passe deup aun ennj p étapes, cest-a-dire
enmultipliant nj p fois par q, d'ou: up A£upq"i P.

3%casn Cp Ona:p En;donc, daprésle cas précédent (en permutant n etp), il vient: up AungPi " ; dod: up Aupg"i P.

Dans les trois cas la formule est véri ée. &

1 1
Exemple Si(up) est une suite géométrique de raison 3 etsiugy /E j 57 alors :uq1p £ j > £ E i243.

Lorsque p Ang, on déduit du théoreme VII1.6.6 le corollaire suivant.

COROLLAIRE VII.6.7 .
Si (up) est la suite géométrique de raison q et de premier terme uy,, alors pour tout nombre entier n (avecn E ng), on

a.

ni no

unp Aunyq
Remarques
1. L'expression obtenue dans le corollaire VI1.6.7 fournit une dé nition explicite d'une suite géométrique.
2. Lorsque q, 0, une suite géométrique admet une dé nition explicite delaf  orme : u, Ak q" aveck Aun,q' "°.
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Exemples

1
1. La suite géométrique, (un), de raison 3 et de premier terme u» /E |1 estdé nie par: un /Ej—=£ 3".

2. Lasuite géométrique, (vp), de raison j % et de premier terme u3z /128 est dé nie par: up 4 j %
I
VII.6.2.b Propriétés
Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de ladé n ition VII.6.3.
THEOREME VII.6.8
Soit (Un)nEn, UNe suite géométrique de raison q.
Le sens de variation de (uy) est donné dans le tableau ci-dessous.
(un) | 92]1;A1 [ q2]0;1[ q2]il ;0 q A0 q Al
Un, EO | croissante décroissante | non monotone | stationnaire | constante
Un, GO | décroissante croissante non monotone | stationnaire | constante
Un, A0 constante

DEFINITION VII.6.4 p
|| La moyenne géométrique de deux nombres réels strictement po sitifs a et b estle nombre:  ab.

THEOREME VI1.6.9
‘ Sia, b, c sont trois termes consécutifs d'une suite géométrique a ter

géométrique de a etc.

mes strictement positifs, alors b est la moyenne

Démonstration Soit (up) la suite géométrique, q saraison egk lindice de b.
< afEuy g s

p%/E

La suite est a termes strictement positifsdonc: ¢, 0.Ona: b Auy Aquy; 1 Aqa ;donc: E £ gb Ajbj Ab. &
" c/uypq Aquy AEqb a

uo A8
Représentation graphique d'une suite géométrique q ,CEE
Pour représenter graphiquement une suite géomeé- 2 ¢y /X
trique de raison , on peut tracer les droites d'équa-
tions y Ax ety Aqgx puis utiliser la méthode proposée Bo
§VI1.3.2 page 89. (Ao
Désignons par h 'hnomothétie de centre O et de rapport I
g. Sur la gure ci-contre, on a pour tout entier naturel :
n: Dy Agx I
anAl AUnA AUn/—\z'i' /'_EQ(UnAl"AUnAl'i') By :
c'est-a-dire : DBna1 Aq DB,. AL :
Donc B A1 estlimage de B, par h. B> : I
On démontre de méme que A A1 estlimage de A, par + _~ |A2 | :
h. | : : :

us uz ui uo

o -~
VII.6.2.c Somme de termes consécutifs
Soit (Un)nen, Une suite géométrique de raison g (avecq, 1)etm et p deux entiers tels que : ng EmEnp.

»
On se propose de calculer lasomme : S Fu, A UmﬁlA¢¢¢A £ Un.
[ z .
pi mA1ltermes

Yo

7 SE un Aqum Aqlun, Acce hAygPi™
Onadonc: qSAE qum  Aq?um ACEE AngP™ AumgPi MAL
puis par différence : qSi S&umqP ™1 up, : d'otl nalement :

Umi UpAz
UnAumarACCe A, AP
liq
On peut retenir cette formule en remarquant qu'une somme det  ermes consécutifs d'une suite géométrique s'obtient
premier terme j suivant du dernier

en effectuant le quotient : -
1i raison
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1 nAl
Remarque En particulier on a, pour tout entier naturelnonnul  n :1AqAccc 4" /E%
|

.1
Exercice VII.6.3. Démontrer que pourtout  x 2[0;1] ettout n2 *;ona:1AxAcceA" E T x

I
Solution 1A xAc¢c¢¢ A" est la somme des n A 1 premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de

raison x, donc :
1i XnAl
1AxA¢cee A" F———
1j x

Or 1l x eststrictement positifet: 1;j xNALE 1 (car x est positif) ; donc par quotient :

1i X 1i X

1i XnAl B 1
— _ E :
c'est-a-dire :

.1
1AxA¢c¢cc A" E —.
1j x

COROLLAIRE VII.6.10
Pour tous nombres réels a, b et pour tout entier naturelnonnul  n,ona:

P . . . e
a"i b" /@i b)'a"i tAa" 2hAa"i 3p2Acce A ZAp"i L

Démonstration Pour a /0, I'égalité devient : | b" /£ ib£ b"i 1: qui est vraie.

Pour a /b, 'égalité devient: 0 Z0£ na"i 1; qui est vraie.

Lorsque a, Oeta, b, lesecond facteur du second membre de I'égalité est la somme des termes consécutifs d'un suite géométrique de raison g,
on en déduit que :

) ) ) . Coanitp Bl n i b"
a"i tAa"i2pAa"iZpZAcccBb"i ZApNT L E—— 2 .
1 % bj a
En multipliant les membres extrémes par b a, on en déduit l'identité désirée. a

Remarques
1. Lorsque n A2, on retrouve lidentité ??et lorsque n A3, on retrouve l'identité  ?7.
2. Lorsque n estimpaire , en remplagant b par i b, on obtient :

) ) ) ) . C
a"Anp" /E(aAb)Ia“‘li a"i?pAa"i3p?i¢cec¢habni?) pit

Lorsque n A3, on retrouve l'identité  ?7?.

VII.6.3 Exercices résolus

VII.6.3.a Suite arithmético-géométrique
(

Exercice VII.6.4. On considére la suite (up),o dé niepar:

upg &2

1 .
UnAlZ&E i Sun A3
1. Déterminer unréel a telque lasuite (vpn),o déniepar: vp Aup i a;soitgéométrique.
2. Exprimer explicitement le terme général de la suite (vn) ; endéduire celui de la suite  (up).
Solution Pour se faire une idée, entreprenons une étude graphique.

On trace les droites D et ¢ d'équations respectives :

Ao
1 B
yﬁEiEXASetyﬁEx. | 0
Les coordonnées du point - (2;2) vérient les équations de D et ¢, : 1
N '2

donc - estle point d'intersection de ces deux droites sécantes.

I
. o . . I

Il semble sur le graphique (on pourrait aisément le démontre r géo- | -

métriquement) qu'une homothétie h, de centre - , transforme (pour : A !

tout n) A, en Ana1. Ce qui suggére une relation du type : = Apa1 £ | 5 (- A
| 1 [ 1

k- Ap. i ; I [

Or les vecteurs - Ana1 €t = A ont respectivement pour abscisses : t : : : :

UnAli 2etuni 2. | | [ !

Uo 6 ~ uz 2 usz ui

On auraitdonc: unari 2AK(Uni 2).
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Ces observations graphiques nous conduisent a examiner sip our a /2, la suite (vn) est géométrique.
1 1 1 1
Pourtout n2 ,ona:vVniA1 Auni1i 2/Ej Sun A3 2/&; SUn Al1AE; E(un i 2)AE | SVn-

1
Donc, pour a /22, la suite (vyn) est la suite géométrique de raison i > et de premier terme vq £ 4.

KT
Par conséquent la suite (vn) estdé nie par: vp £ i4 j >
Deplus, pourtout n2 ,ona:up Avp AZH' 1
n
donc la suite (up) estdé nie par: un /£ i4 i > A2
Pour deviner le comportement d'une suite, une étude graphiq ue (lorsqu'elle est envisageable) est souvent fructueuse.

Pour démontrer qu'une suite  (vn) est géométrique, on peut exprimer  vpAz en fonction de vn de fagon a exhiber une relation du type :
VnA1 Aqvn.

VII.7 Limites de suites

Soit a un réel et r un réel strictement positif. On appelle intervalle ouvertd e centre a etde rayon r l'intervalle ou-
vert]aj r,aAr[. Cetintervalle seranoté | ar-lar estl'ensemble des réels dontla distance a a est strictement inférieure

ar. Pourtoutréel x onadonc:

ajr aAr
1 r
|

Lo

X2layr 0 ixi ajCr.

VII.7.1 Limite nie, limite in nie

VIl.7.1.a Dé nitions

DEFINITION VIL.7.1
Dire gu'un réel " est limite d'une suite ( up) signi e que tout intervalle ouvert de centre ° contient tous les termes de

la suite & partir d'un certain indice. On écrit alors :

n“ﬂ‘ un A& .

1
Exemple Démontrons que la suite (Un)no 2 dé nie par: up Ap— apour limite O.
n

Soit]j r:r[ (avecr E 0) unintervalle ouvert centré en 0.
Cherchons un entier N tel que pour tout naturel n EN, onait: un 2]j r;r[;cest-a-dire: i r Cun Cr.

1
Il suft de prendre un entier Ntelque: NE PR

. - PO § . P- . .
En effet, pour tout entier naturel n EN,onaalors:nENE Z ; lafonction x 7! ~ X est strictement croissante sur A?,

A

.1 1 1
on en déduit que : P nE - ; la fonction x 7! X est strictement décroissante sur ? onendéduitque: r COC $=Cr.
n

D'ot: un 2]i r;r[;désque:nEN.
Donc la suite (upn) a pour limite 0.

La dé nition VII.7.1 signi e que les termes de la suite sont a une distance aussi pe tite qu'on le souhaite dés que les
indices sont suf samment grands. On a donc une accumulation  des termes de la suite (u,) autour de .

tous les termes a partir
d'un cerigin indice
2"

17 -+ - , o - - ,

Uo 4 ! cee Ug UsUg us u»s uq

D'apres la dé nition VII.7.1, pour démontrer qu'une suite ( up) a pour limite ', il suf t de démontrer que pour tout
r E 0, il existe un entier Ntel que si n EN, alors ju,j “jCr.
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DEFINITIONS VII.7.2
() Dire q'une suite ( up) a pour limite Al signie que tout intervalle ouvert du type ]JA; Al [ contient tous les

termes de la suite a partir d'un certain indice. On écritalor s: nlllrp un £A1

(2) Dire q'une suite ( up) a pour limite i1 signi e que tout intervalle ouvert dutype] i1 ;A[ contient tous les
termes de la suite a partir d'un certain indice. On écritalor s nlllrp up £il

Exemple Démontrons que la suite (un)n,2 dé niepar: up /Ep n ;apourlimite Al .

Soit A un un nombre réel.

Cherchons un entier N tel que pour tout naturel n EN, onait: un 2]JA;1 [; c'est-a-dire : AC up.

Il suf t de prendre un entier N tel que : N E AZ. o

En effet, pour tout eBtier naturel n EN,onaalors:n ENE A?;lafonction x 7! X est strl;ctement croissante sur ,
onendéduitque: " n EjAj; d'ou par transitivité : nEA.Dou: u,2]A;1 [;désque:n EN.

Donc la suite (u,) a pour limite A1 .

Remarques

1. Une suite qui a une limite nie estdite  convergente .

2. Une suite qui n'a pas de limite ou dont la limite n'est pas nie est dite divergente .

3. Dans les dé nitions de limites de suites, on peut remplacer| ‘expression « a partir d'un certain indice » par « sauf
un nombre nid'entre eux ».

4. Tout intervalle ouvert contenant inclut un intervalle ouvert de centre . Dans la dé nition VII.7.1 on pourrait
donc remplacer « de centre ~ » par « contenant ~ ».

THEOREME VII.7.1
|| Toute suite convergente est bornée.

Démonstration Soit (Un)nEng Une suit%convergente et " salimite. (u nﬁ) converge v% *, ilexiste donc un entier naturgl N tel que pour tout entier
NEN:juni jG1. Posonsalors: MAMax Ung,UngAl, ¢CMN; 1,UN,” AL etm Amin Ung,UngA1, ¢C0N; 1,un, i 1.
La suite (upn ) est majorée par M et minorée par m, elle estdonc bornée. &

THEOREME VIL.7.2 U NICITE DE LA LIMITE
|| Une suite ne peut pas avoir plusieurs limites.

Démonstration

Soit (un)nk&n, une suite. Nous démontrerons ici que ( up) ne peut pas avoir deux limites nies distinctes. Les autres  cas se démontrent de la méme
facon. — _

N

Sila suite (up ) avait deux limites distinctes ° et*%%n posant: r A& (r estlademi-distance entre * et‘% lesintervalles] ™ r ;‘Ar[et]‘oi r ;‘OAr[

seraient disjoints. La suite ( up) aurait pour limite *, donc a partir d'un certain indice N, tous les termes de lasui te (up) seraientdans] i r;" Ar|,
elle aurait de méame pour limite *0 donc a partir d'un certain indice N’ tous les termes de la su ite (un) seraient dans ]’ 0 r;0A r[; en posant :
N%Emax N;N° ;a partir de l'indice N %%ous les termes de la suite (up) seraient a la fois éléments de] i r;  Ar[et de]‘oi r; CAy [, donc de leur
intersection, c'est-a-dire de I'ensemble vide ; ce qui esti mpossible.

La suite (up) ne peut donc pas avoir deux limites nies distinctes. &

Le théoréme suivant est une conséquence immeédiate des dé ni  tions de la limite d'une suite et d'une fonction. THEO-
REME VII.7.3
Soit (Un)nen, UNe suite dé nie explicitement par une relation du type : up Af (n).

Slx!IAq] f(x)AELavecL2 [ {ji1 A1 },alors:nll}{? up AL

Remarques
1. Laréciprogue de ce théoréme est fausse.
2. Cethéoréme n'est pas applicable dans le cas d'une suite dé n ie par récurrence.
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VII.7.2 Théorémes de comparaisons

THEOREME VII.7.4 T HEOREME DES GENDARMES 1€ FORME
Soit (Un)nEng, (Vn)nEng €t (Wn)nEn, trois suites.

Si (vn) et (wn) convergent vers une méme limite et si pour tout entier n E ng:
vh Eup Ewp;
alors (up) converge vers ".

Démonstration Soit r un réel strictement positif. il suft donc de prouver qu'a pa  rtir d'un certain indice tous les termes de la suite sont dans
lintervalle ouvert, | -  de centre ~ etderayon r.
La suite (v ) converge vers °, donc a partir d'un certain indice, Ny, sontdans|- .
La suite (wn) conygrge versg *, donc a partir d'un certain indice, Ny, sontdans |- I
Posons : N/Emax Ny ;N .Pourtoutentier nEN,ona: j rCvy Eun Ewpn G Ar.
Donc la suite (up) converge vers *. &
1AG )"
/.

Exercice VII.7.1. Déterminer la limite de la suite  (un),, <2 déniepar: up o

R . .2
Solution Pour tout entier n EO,ona:0Eun E o

; . 1 ) . . 2 )
Or on sait que : . .l}ﬂ] = A0 ; donc par produit par 2 : . .l}ﬂ] = AO;
d'apres le théoréme des gendarmes, on en déduit que : . !H{] up AO.

Remarques i i

1. Lethéoreme VII.7.4 reste vrai méme si la condition vn E u, E wp n'est pas véri ée pour tout n, mais seulement a
partir d'un certain indice.

2. Plus généralement, tous les théoreme de ce paragraphe reste vrai méme si leur condition d'inégalité n'est pas vé-

ri ée pour tout n, mais seulement a partir d'un certain indice.

COROLLAIRE VII.7.5 T HEOREME DES GENDARMES 25 FORME
Soit (Un)ngn, UNe suite.

S'il existe une suite positive ( dn)nen, €t unréel ° tels que pour tout entier n Eng:
juni Tj Edn;
alors (up) converge vers ".

Démonstration Il suf t d'appliquer le théoreme  VII.7.4 avec les suites (Vn )nEng €t (Wn)nEn de termes généraux : vy Adn | ~ etwp Adp A .a
. . L . L. i pn
Exercice VII.7.2. Déterminer la limite de la suite  (un),, 2 déniepar: up A£LA %

N . .1
Solution Pourtoutentier n EQ,ona:juni 1E =

Oronsaitque: nll}ﬂl Y AEQ; d'apres le théoréme des gendarmes, on en déduit que : n“ﬂ‘ un /1L

THEOREME VII.7.6
Soit (Un)neng €t (Vn)nEn, deux suites.

@  si: lim vnh £ Al et sipour tout entier nEno:vnEun,anrs:nll}'{? un £A1.
(2) Si:n!li\rP vp A1 etsipourtout entier nEno:vnEun,alors:n!I}'{? up £il .

Démonstration Pour démontrer ce théoréme, il suft de s'assurer que dans le s deux cas la suite (up) véri e les conditions de la dé nition ~ VII.7.2.
1) Soit]A; AL [unintervalle. Lasuite vp tend vers Al , donc & partir d'un certain indice N, tous les termes de lasui  te (vp) sont dans l'intervalle
JA; A1 [. Ainsi, pour tout nombre entier n supérieur ou égala N, up E v E A; clest-a-dire : vy 2]A;Al [. Lasuite up diverge vers Al .

2 se démontre de la méme facon. &

Exercice VII.7.3. Déterminer la limite de la suite  (un),, 2 déniepar: up AnA

Solution Pour toutentier n E0,ona:un Enj 1.
Oron sait que : nll}@ (nj 1) £ A1 ; par comparaison, on en déduit que : nll}@ up £A1.

G D"
—

THEOREME VII.7.7
H Soit (Un)nEn, €t (Vn)nEn, deux suites convergentes et ~ et *Oleurs limites respectives.

Si pour tout entier n Eng :upn E vy alors* E 0

Démonstration R0
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Supposons que : " E -0 posons alors : r A& (r estlademi-distance entre " et fﬁ

“AO N
onadonc: OAr /ET /E i r.Lesintervalles] j r; Ar[et ]‘Oi r ;‘OAr[sont donc disjoints. A partir d'un certain indice N, tous le s termes

de la suite (up) sontdans]™ i r ;" Ar[ et & partir d'un certain indice N', tous les termes de la suit e (vp) seraient dans ]‘Oi r°0A r[; en posant :
NOO/Emax©N ; NOIrl ; a partir de l'indice N na: % r CvnC i;) Gun G Ar cequicontredit: up Evp.

Donc: E %4

Remarques

1. En particulier, si M est majorantde (u,), alors :~ E M.

2. SiMestminorantde (uy), alors: mE".

3. Lethéoreme VII.7.7 devient faux si on remplace les inégalités larges par des iné galités strictes. Pour s'en convaincre

il suf t d'étudier les cas des suites de termes généraux: Uup 'CEH etvny AEj =

VII.7.2.a Suites de références

THEOREME VII.7.8

1 1 1
Les suites (Un)n2 2, (Vndnz 2, (Wn)nz 2, (th)n2 2,déniespar: up, /Eﬁ;vn /Ep;wn /Eﬁ;tn Ep—;
n

ont pour limite 0.

1
Démonstration Soit] r;r[unintervalle contenant 0 et N un entier strictement plus gr ~ and que —-
r

Pour tout entier n EN,ona:
. . . 1.
I wnEvhEup Etn,car:OCHEl;
-1 p_.1 p_ ) ) . 1 1 . o
I nE = donc: nE - (car x 7!~ x est strictement croissante); d'ou: $—= Cr (car x 7! ™ est strictement décroissante sur 10; Al [);
r n
c'est-a-dire: tn Cr ;
! donc nalement: jr COCwp Evyh EunEtyh Cr.
Pour tout r E 0, il existe un indice N & partir duquel tous les termes des sui  tes considérées sont dans lintervalle] i r ;r[, elles convergent donc vers
0.a
THEOREME VII.7.9 p_
Les suites (Un)nz2 » (Vn)nz2 » Wn)n2  (tn)n2 ,dé niespar: u, &n;v, £n’;w, £n;ty £ n;
ont pour limite A1 .
Démonstration Soit A un réel et N un entier strictement plus grand que A 2 et que 1.
Pour tout entier n EN,ona:
' thEunEvp E n,car:1Gn; B
' nEA%;donc:  NEJAJEA(carx7! ' X eststrictement croissante) ; cest-a-dire: A Ctp ;
! donc nalement:A Ctn Eup Evn Ewp.

Pour tout réel A, il existe un indice N & partir duquel tous les  termes des suites considérées sont dans l'intervalle JA; Al [, elles divergent donc vers
Al .a

Remarque Les théorémes VII.7.8 et VII.7.9 peuvent également se déduire du théoreme VI1.7.3.

VII.7.3 Calcul algébrique de limites

VIl.7.3.a Somme de deux suites convergentes

Soit (Un)nEng €t (Vn)nEn, deux suites convergentes et ~ et Oleurs limites respectives.
Démontrons que la suite de terme général u, A v, converge vers* A"°
Soitr E 0.
La suite (un) converge vers ", il existe donc un entier N tel que pour tout entier nEN:

. N
jun i JCE-

La suite (v,,) converge vers * 0 il existe donc un entier N' tel que pour toutentier n E NO:

T
vni °C >
© a .
Posons : N%Emax N;N° . En utilisant l'inégalité triangulaire, on a pour toutenti  ernE NOC

(UnAvn)i CAY Ejuni jA vai OCr
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Donc la suite de terme général un A v, converge vers* A*°
En particulier, pour tout réel  k, la suite de terme général u, Ak converge vers™ Ak.

VII.7.3.b  Produit de deux suites convergentes

Soit (Un)nen, €t (Vn)nEn, deux suites convergentes et ~ et Oleurs limites respectives.
Démontrons que la suite de terme général up, £ vy, converge vers " £ °
Les suites (up) et (vn) sont convergentes donc, d'aprés le théoreme VII.7.1 elle sont bornées. En appliquant le théo-
réme VI1.1.1 on en déduit I'existence des nombres réels MetM Ctels que pour toutentier n Eng:junjEMetjvajE MmO,
Soitr E 0.
La suite (up) converge vers °, il existe donc un entier N tel que pour toutentier nEN:

jun i ‘J'Qm

La suite (vn) converge vers *© il existe donc un entier N' tel que pour tout entier  n E N°:

i o
CZM'

© a .
Posons : N°%Emax N;N° . En utilisant l'inégalité triangulaire, on a pour toutenti  ernkE NOC

< r
(unﬁvn)l(Eo)Eun(vn. A Quni *) Ejunif vni A °£Jun. JEJunJE—A 0g £ 5o

D'ou:

JUnl
£ £ 9YE—EF - A—E—
TnEve)i C£9 SA TS

0
Or, par dé nition des nombres M et M

junj -
r M
Donc par somme et par produit par 5 qui est positif :

u
Mnj o g £ Er.
2 MO 2
Pour tout r E 0 il existe un indice & partir duquel tous les termes de la suit e (un £ vp) sont dans lintervalle de centre
Oet de rayon r.
Donc la suite de terme général up £ v, converge vers ™ £° 0

En particulier, pour tout réel  k, la suite de terme général ku, converge versk".

(unsvn). e 0) E

VII.7.3.c Inverse d'une suite convergente
Soit (Un)nen, UNe suite convergeant vers une limite non-nulle

. . . 1 1
Démontrons que la suite de terme général — converge vers —.
3 Un
2
1
B

— O

—
s
—

il N} il
2 2 2
FiG. VII.5 —

‘ S
A partir d'un certain indice N, tous les termes de la suite son t compris entre — et Ch
Onaalors: junjE % ;d'ol:

1 2

junj i

A partir de I'indice N, on a donc : - -
-1 1—_junij. 2. .
~— i TTE——EZ]juni .
Un Junljl)

Soit r E 0. A partir d'un certain indice N', tous les termes de la suite  (u,) sont dans l'intervalle de centre " et de rayon
2 2

. 2
Er,onaalors Sjuni TJE Er. D'ou, par produit par  — :

2.
luni JET.
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© N
Posons : N°%Emax N,N° . A partir de Iindice N °°on a donc :

-1 1-.
—i —Er.
Un
pool 1
Pour tout r E 0, & partir d'un certain indice tous les termes de la suite — sont dans l'interlvalle de centre — et de
Un
CHy T 1
rayon r, donc la suite o converge vers —.
n

VII.7.3.d Quotient de deux suites convergentes

Soit (Un)nEn, €t (Vn)nEn, deux suites convergentes et ~ et Oleurs limites respectives (avec *°, 0).

. . - Un
Démontrons que la suite de terme général — converge vers —.
Vn

1 1
D'apres VII.7.3.c, la suite de terme général - converge vers —.

n

\ . s Un )
Donc dapreés VI1.7.3.b, la suite de terme général — converge vers ;.
Vn

VII.7.3.e Casgénéral

Plus généralement nous admettons les résultats suivants co ncernant la limite de la somme, du produit ou du quo-
tient de deux suites, ils se démontrent en utilisant des tech niques semblables a celles utilisée ci-dessus. Le symbole
« » signi e : forme indéterminée ; cela signi e que lers regl  es usuelles liant les opérations et le calcul de limites ne
permettent pas de déterminer la limite éventuelle danslaco n guration étudiée.

Limite de la somme de deux suites

imup : Al | i1 Al | i1 Al
limva "0 ~0 U AL [t i1
lim unAvy) || AP AL [ 12 Al | i1

Limite du produit de deux suites

nUﬂ‘ Un ° Al il Al ou i1l Al |1 Al
Jomove 7], C7 0 ) 0 A i il
A1 ,sitPEo0 | i1 si°Eo0
lim (upv ~0 ’ ’ Al | A1 | i1
AR (Un¥n) i1 ,si%o0 | AL ,si"%Co '

Limite de l'inverse d'une suite

On suppose ici que la suite de terme général — est bien dé nie.
Vn

Jimun C,0 | AL |1 ( 0
i 1 1 0 0 A1l si(uy)est strictement positive & partir d'un certain indice
nifT Un : il , Si (un)est strictement négative a partir d'un certain indice

Limite du quotient de deux suites

. . .y Un . P
On suppose ici que la suite de terme général — est bien dé nie.
Vn
. . . Un . .
Pour calculer la limite de la suite de terme général —, il suft de remarquer que pour tout nombre entier, n, ou elle
Vn
L. Un 1
estdénie: — Aup £ —.
Vn Vn
Le résultat désiré se déduit alors des considérations sur le s limites de somme et d'inverse de suites.
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VII.7.4 Limites de suites géométrigques

LEMME VII.7.10

Soit , un réel strictement positif.

= AT n
(1) S!, Elalors.n!l}.@ ,nAzAl.
(2) Si, Qlalors.n!l}@ . AQ.

Démonstration Démontrons (1)

Posons :x &£, | 1.0na:x E 0; donc, d'aprés l'inégalité de Bernoulli (voir exercice ré solu IV.4.2. page 70), pour tout nombre entier supérieur a 2 :

(1AX)" E1Anx ;cest-a-dire: ,"En( i 1)A1.

Or, d'aprés le théoréme VII.7.3:n|I'An11 (n(, i 1)A1) £ A1 ; donc par comparaison (théoréme VII.7.6):n|I)&T "EAL.

Démontrons (2)

1 N 1
Soit , 2]0;1[. Posons : , O£ 0Ona: N O 1; donc daprés (1) : n&nlq A O £ A1 ; dou, par passage a linverse : nI||)£r11 Y c'est-a-dire :
lim N /0.4 ’ ’
n!Al
THEOREME VII.7.11
Soit (up ) une suite géomeétrique de raison g et de premier terme a. La limite de ( up) est donnée par le tableau suivant.
gEil | q¢i|qm|1cq]
aEO0 || pasdelimite | a A1
a Ao 0
aCo || pasdelimite | a il
Démonstration
1% cas:a A0ou q A1 Le résultat estimmédiat car la suite est constante.
2%cas:aEQetq, 1
si _q_g 1 Onavu (8 VIN.7.1.a) qu'il suf t de démontrer que : "E‘bxl juni 0j AO. _

Or pour toutindice n:jupj O /Ea_q—h ; de plus, d'apres le lemme VI1.7.10 : nIU&T _q—h A donc par produit : rI1iml

junj AO.

silCq Ona: n||)&T junj £ A1 or (up) est une suite a termes positifs, donc : r!i‘Tl un £A1.

sigEj 1 Ona:ml}'@ junj £ A1 ou mlg‘rf junj /1 ; or les termes up, changent de signe avec la parité de n, donc (u) n'a pas de limite.

3®cas:aCoOetq, 1

4

VII.7.5 Exercices

VIl.7.a. Donner un exemple de suite divergente et bornée.

VI1.7.b. Donner un exemple de suite dont la limite est A1
et qui n'est pas croissante a partir d'un certain indice.
VII.7.c. Donner un exemple de suite non majorée qui ne
diverge pas vers A1l .

VII.7.d. Donner deux suites (Up)p2 €t (Vp)yo telles
que: n!}ﬂ] un £A1 nlli@ vp Eil et

a. lim (un Avy) £0.

b.n!lj{? (unAvp) EAL.

C'n!'}ﬂ‘ (unAvpy) £i1 .

d. lim (un Avy) A%

e. (un Avy) na pas de limite.
VII.7.e. Donner deux suites (Unp)y2 €t (vp)ho telles

que:

a.n!lj{‘? (unvn) AO.
b. lim (unvn) EAL.

n!}ﬂ] un £A1 mlg? vy A0 et

On déduit les résultats désirés des résultats obtenus au cas précédent en multipliant par j 1.

c.n!lj{? (upvp) £il .
d',,;'jﬂ‘ (Unvn) AY
e.(unvp) napas de limite.

VII.7.f. Démontrer que les suites ( up)ne1 et (Vn)ng1 dé -
nies par :

X
un &£

1
et Vn/‘EUnA_I
K /D ni

k!

sont adjacentes.

VII.7.g. On considere les suites (Up)no €t (Vn)pe dé-
nies par :
( Uo A0 A ( Vo FE12 A
u \Y et u 2v
UnA1 /E% VnA1 ;E%

1. Démontrer que la suite ( Wn)n2
Vn i Up ;estune suite géométrique.

2. Démontrer que les suites ( up) et (v,) sont adjacentes.
3. a. Démontrer que la suite ( th)n2

dé nies par : wp &£

dé nies par : t, £
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2u,, A 3v, ; est une suite constante.
b. En déduire la limite commune des suites ( up) et(vp).

4. Exprimer explicitement, pour tout entier naturel  n, uy,
VII.8 Exercices

VII.1. Suite de Fibonacci
La suite de Fibonacci est la suite (un),2 dé nie par :

Ug A0;u; Aletpourtout N2 7, una1 AU Aup; 1.
On se propose de déterminer une expression explicite du
terme général de la suite.
1. Donner les dix premiers termes de la suite.
2. (ap) et (by) sont deux suites géométriques de premier
terme : ag Zbg A1.La raison de (a,) est positive et celle
de (bn) est négative. Elles vérient pour tout n 2 7 :
anA1 Aan Aan] 1 etbpA1 Abn Abn] 1.

a. Démontrer que les raisons des suites ( ap ) et (b,) sont
les solutions de I'équation :

q? AqA1l (E)

et v, enfonction de n.

b. En déduire les expressions explicites des suites (an)
et (bp).
3. Déterminelr/zle couple ( ®,) de nombres réels solution
®agA "bg Fug
®a1/3\_b1 AEuq '
4. On considére la suite (Vn)n2
v, /E®an A by,
Démontrer que pourtout N2 ° :voar AVp Avp; g

du systéme :

dé nie par:

5. Conclure.

PoNTUs DE TYARD—20082009
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Chapitre VIII

Calcul des probabilités

VIII.1 Calculs de probabilités

VIIl.1.1 Vocabulaire des événements

VIll.1.1.a Expérience aléatoire

— Lorsqgu'on lance un dé, six résultats sont possibles: 1, 2,3 , 4,5, 6.
On dit qu'on a réalisé une expérience aléatoire (ou épreuve) comportant 6 éventualités ou issueset que I' univers
associé a cette expérience aléatoire est: - A{1;2;3;4;5; 6.

— Le lancer de deux pieces de monnaies distinctes est une expé rience aléatoire comportant 4 éventualités. L'uni-
vers associé a cette épreuve est:- &A{(P,P);(P, F);(F,P);(F,F}.

Dans la premiére moitié de ce chapitre, les univers considér és sont des ensembles nis non vides.

VIII.1.1.b Evénements liés & une expérience aléatoire

DEFINITIONS VIII.1.1
Soit - l'univers associé a une expérience aléatoire.

() On appelle événementtoute partie de - .
2 On appelle événement élémentaire tout singleton de - .

Exemples Dans le lancer d'un dé :
1. «obtenir un nombre pair » est I'événement {2;4;6};
2. «obtenir un nombre premier pair » est 'événement élémentai  re {2}.

Dans une épreuve, un événement est réalisé s'il contient le r ésultat de I'expérience. Par exemple, si on obtient « 4 »
lors d'un lancer de dé, I'événement « obtenir un nombre pair »  est réalisé.
Le tableau suivant indique la signi cation des diverses exp ressions utilisées dans le langage des événements.

Vocabulaire des événements |  Signi cation ensembliste | Notation |
Univers Ensemble - -
Eventualité ou issue Elément de - (¢ 2-)
Evénement Partie de - A(AYs- )
Evénement élémentaire Singleton {1 2-)
Evénement certain Partie pleine -
Evénement impossible Partie vide ?
Evénement « A ou B » Réunion des parties AetB Al B
Evénement « Aet B » Intersection des parties A et B A\ B
Evénements A et B incompatibles Parties A et B disjointes A\ BAE?
Evénement contraire de A Complémentaire de A dans - A

Exemples Dans le lancer d'un dé, on considére les événements A : « obten ir un nombre pair » ;
B : « obtenir un nombre premier » ; C : « obtenir 6 ».

1. Ona:A[ BA{2;3;4;5;6}; A[ B estl'événement « obtenir un nombre pair ou premier ».

2. Ona:A\ BZ/A{2}; A\ B estlévénement « obtenir un nombre pair et premier ».

3. Les événements B et C sont incompatibles.
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4. Ona:A/{1;3;5};Aestl'événement : « obtenir un nombre impair ».

VIIl.1.2 Probabilité d'un événement

VIIl.1.2.a Introduction

On lance un dé bien équilibré ; l'univers associé a cette épre uveest:- A{1;2;3;4;5;6}.
La chance d'apparition est la méme pour chaque face.

— L'événement {2} a une chance sur six d'étre réalisé ; on dit q ue la probabilité de cet événement est 3

oA : . o 1
L'événement {1;5} a deux chances sur six d'étre réalisé, on dit que la probabilité de cet événement est 3

1
« obtenir un nombre pair » est I'événement {2;4;6}, dontlap robabilité est —.

L'événement certain a six chances sur six d'étre réalisé ; s a probabilité est 1.
L'événement impossible n'a aucune chance d'étre réalisé; sa probabilité est 0.

DEFINITION VIII.1.2
Soit - l'univers associé a une expérience aléatoire.

Une probabilité sur l'univers - est une application P de P (- ) vers [0;1], qui & toute partie Ade - associe le nombre
réel P(A) appelé probabilité de I'événement A et qui vérie|l es conditions suivantes :

— la probabilité d'un événement est la somme des probabilité s des événements élémentaires qui le constituent;

— la probabilité de I'événement certainest 1;

— la probabilité de I'événement impossible est 0.

Remarques
1. Laprobabilite de I'événement éléementaire {! } est noteée P(! ). | r,l¢e¢!, [¢ed! ,
2. Une probabilité P est parfaitement déterminée par la donnée  des PO) | pi|¢ctp; | ¢t p,

probabilités des événements élémentaires.

Exemples On lance un dé pipé dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

La probabilité d'apparition d'un nombre pair est le double d e la probabilité d'apparition d'un nombre impair et les
probabilités d'apparition de deux nombres de méme parité so  nt égales.

1. Déterminer la probabilité d'apparition de chaque face du dé

L'univers est: - /{1;2;3;4;5; 6. Soit p la probabilité d'apparition d'un nombre pair et  q celle d'un nombre impair.
Ona:p A2q.

Or:P(- ) 1 ; donc : 3p A3q 1.

2
On endéduitque: q AE§ etp AE§.

Le tableau ci-contre donne la probabilité d'apparition dec  haque face P )

Ol Rk

OININ

Ol Ww

OIN| AN

Ol |l;
OIN| O

du dé.
2. Quelle est la probabilité d'apparition d'un nombre inférie  urou égala4?
La probabilité cherchée est celle de I'événement : A/{1;2;3;4}.

Ona:P(A)APL)APR)APR)AP4) /E%.

VIIl.1.2.b Equiprobabilité

Lorsque les événements élémentaires d'une expérience ont| a méme probabilité, on ditquiilya équiprobabilité .
Les situations d'équiprobabilité sont généralement suggé rées par des expressions comme : « dé parfait », « dé non
pipé », « piece parfaite » « boules indiscernables au toucher », « cartes bien battues », « on tire au hasard » etc.

THEOREME VIII.1.1

Soit P une probabilité dé nie sur un univers - .
\ P e s card (A)
Dans I'nypothése d'équiprobabilité, pour tout événement A ,ona: P(A) EW()'

Démonstration Les événements élémentaires ont tous la méme probabilité, s oit p cette probabilité. Ona: P( - ) £1; donc: pcard(- ) £1; d'ou:

e 1
P ard )
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card (A) .
card(- )’

On en déduit que pour tout événement A, ona: P(A) Ap card (A) £

Remarque Les éventualités de A sont appelés cas favorables et celles de - , cas possibles.
nombres de cas favorables

On écrit souvent : P(A) & .
) nombres de cas possibles

Exercice VIII.1.1. On lance deux dés parfaits et on note la somme des nombres obte  nus.
Quelle est la probabilité d'obtenir 10 ?

Solution L'univers - estl'ensemble des couples d'éléments de: {1;2;3;4;5;6}
Ona:card(-) /E6° /E36. « Obtenir 10 » est I'événement : {(4;6),(5;5),(6;4)}.

On est dans une situation d'équiprobabilité (dés parfaits) , donc la probabilité cherchée est : I
Exercice VIII.1.2. On tire simultanément et au hasard 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.
Quelle est la probabilité de tirer le roi de cceur ? Al

3
Solution L'univers - estl'ensemble des combinaisons de 5 cartes d'un jeu de 32, donc : card (- ) & 5 /201 376.

Les cartes sont tirées au hasard, on est donc dans une situati on d'équiprobabilité.
Soit A I'événement : « tirer legoide cceur ». Réaliser A c'est ¢ hoisir le roi de cceur puis tirer 4 cartes parmiles 31 cartes

31
restantes; donc : card (A) & 4 AE31 465.

e . card(A) 31465 _5
La probabilité cherchée est donc : fE FE— /0,156 25.
card(-) 201376 32

VIII.1.2.c Propriétés

THEOREME VIII.1.2
Soit P une probabilité dé nie sur un univers - , A et B deux événements. On a:

(1)  siA\ BA? alors: P(A[ B)AP(A)AP(B);
(2) PAAPA) AL

Démonstration
1) Si l'un (au moins) des événements A ou B est impossible, alors la propriété est évidente. En effet siA A? alors: P(A[ B) £P(? [ B) £P(B) et
P(A)AP(B) £P(? ) AP(B) £0A P(B) £P(B).

Siles deux événements sont possibles, alors quitte anuméro ter anouveau les éventualités on peutsupposerque: A A{! 1;...;! p}etB A{! pA1;...;! g}

Onaalors: A[ BA{! 1;...:! g}
» b X
dou:PA)APB)E P( A P( )£ P(;)&EPA[ B).
=) imAl =)
(2)  Pour B /A, on obtient : P(A) AP(A) EP(A[ A) A&P(- ) &L 4

Remarque Plus généralement, par récurrence, on déduit de (1) que si Aq, ..., Ay sont des événements deux a deux
incompatibles, alors : P(A)A¢¢¢ Q(An )EP(AL[CCC[A,).

, . "
Ce qui peut également s'écrire : P A £ PA).
i L i L

On en déduit le théoréme suivant.

THEPREME VHI.1.3 T HEOREME FAIBLE DES PROBABILITES TOTALES
H Si Ar,...,A, estune partition d'un événement A, alors :

P(A)EP(A)AcCC e R(A,).

THEOREME VIII.1.4
H Soit P une probabilité dé nie sur un univers - et A, B deux événements.

Ona:P(A[ B)E£P(A)AP(B)ij P(A\ B).

Démonstration
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Notons A' le complémentaire de A \ B dans A et B' le complémentaire de A \ B dans B.
ona:AA&RA\ B)[ AC avec (A\ B)\ AO/? ;

donc: P(A) £P(A\ B)AP(2.

ona:BAA\ B)[ BY avec (A\ B)\ B2A? ;

donc: P(B) £P(A\ B)AP(EY.

Tout élément de A [ B est sqif élément de A mais pas de B, soit élément de B mais pas
de A soit élément des deux. AO,A\ B, BY estdonc une partition de A [ B. On en déduit

P(A[ B) £P(AYAPBYAPA\ B)
 P(A[ B) £ P(ARYAP(A\ B)&;'P(B%A P(A\ B)¢i P(A\ B) @
Y€ p(a[ B)EP(A\ B)AP(A[ B) :

P(A[ B) EP(A)AP(B)i P(A\ B)
Exercice VIII.1.3. Une urne contient 15 boules, numérotées de 1 a 15. On tire au ha  sard une boule et on désigne par N son numéro. On

désigne respectivement par A et B les événements « N est pair » et « N est multiple de trois ».
1. Déterminer la probabilité des événements A, Bet A\ B.
2. Calculer la probabilité des événements A, B etA[ B.

Solution 1. Luniversest: - /A{1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12;13;14;15}
La boule est tirée au hasard on a donc équiprobabilité.

Pour tout événement élémentaire {' }, onadonc: P(! )EE;

7 5 1
d'ou: P(A)1¢EP({2;4;6;8;10;12;14})/4E1—5 ;P(B)A£P({3:6;9; 12;15})/E1—5 ﬁEg

etP(A\ B) EP({6; 12})/5%.

_ 8 _ 2
2.0na:P(A)ALi P(A)E; P(B)AL P(B)AL;
1 2

tP(A[ B) A£P(A)AP(B); PA\BﬁElA—'
etP(A[ B) AP(A)AP(B)i P( )15 3l 5

2
— -,

3
VIIl.2 Variable aléatoire

VIII.2.1 Introduction
On lance deux dés bien équilibrés (un vert et un rouge) eton s' intéresse ala somme, X,

obtenue. )
Lunivers est I'ensemble des couples d'éléments de {1;2;3; 4;5;6} donc:card (- ) /£36; 112134567
les dés étant bien équilibrés, chaque événement élémentair e a la méme probabilité : >l3lalslel7]s
1
E.L‘ensembledesvaleurs possible de X est:{2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12}. Ondésigne 3 clel-18l9
par : X A2 ; I'événement : « la somme obtenue est 2 ». A n de mieux connai tre la « loi 4
de probabilité de X », on dresse le tableau ci-contre. L'évén ement : X /E8; estréalisé5 |4 | 5| 6| 7| 8] 910
5
fois, donc : P(X /ES)/E%. 5|16 (7]8]|9]|10[11
En procédant de méme pour tout les valeurs possibles de X, on o btient le tableau ci- 6l718l910[l11]12
dessous.
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
PXAEN) || = |l = | === =1 =|=|=|=|=

36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

DEFINITION VIII.2.1
|| On appelle variable aléatoire X sur un univers - toute application de - vers

Notations et vocabulaire

1. X(- ) est appelé univers image de- par X.

2. (X/Ex;)désigne I'événement « X prend la valeur x; ».

3. (XE a) désigne I'événement « X prend une valeur inférieure ou égal aa ».

DEFINITION VIII.2.2
‘ Soit P une probabilité dé nie sur un univers - .

Laloi de probabilité d'une variable aléatoire X sur - estl'application qui a toute valeur x; prise par X associe P(X4EXx;).

Il est d'usage de représenter une loi de probabilité par unta bleau
X Xi X1 | X2 | ¢C@¢ X,

et il recommandé de véri er que : pi AL PXAEX) || p1 | p2 | ¢¢¢ py
i/
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VIII.2.2 Fonction de répartition d'une variable aléatoire

DEFINITION VIII.2.3

Soit une variable aléatoire X dé nie sur un univers - muni d'une probabilité P.
La fonction de répartition de X est I'application F de vers [0,1] dé nie par :
F(x) ZP(XE x).

Exemple Reprenons lI'exemple introductif; F est dé nie par :

8 1+ —
0 ,sixC2; 4+ —_——— -—0
L 3BT
3—16 ,SI2EX C3; E7-30 Sl -—o0
. 307
2 SiI3ExC4; 36 —°
o 26
% ,SI4AEXC5; E-7-30 Il -—o0
10 e : +
3¢ ,SISEXC6 €
36 ’ 21
5 770 I —o
36 SIBEXCT7; T
F(x) A& o ] -+
5% /SITEXCS; %z _____________ -e—o0
28 SIBEXCO; 10;
S —m——————— — -—0
0 Si9ExXG10; ®r
6L
. ————————— -—o0
32 Si10ExG11; 336:
=t —————= -—o
35 | Si11ExC12; ¥
36 ’ L - i G— | | | | | | | | | | | |
1 ,SilZEX. I 1 1 1 hd I I I I I I I I I I I I |
i2 il 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Remarques

1. Festune fonction en escalier, dé nie et croissante sur

2. La représentation graphique de F est I'équivalent, en proba bilité, de la courbe des fréquences cumulées crois-
santes en statistique.

VIII.2.3 Caractéristiques d'une variable aléatoire

VIIl.2.3.a Espérance mathématique

Un casino propose le jeu suivant : le joueur mise 16 euros, lan ce un dé bien équilibré et la banque lui rembourse
le carré du nombre obtenu. Ce jeu est-il avantageux pour le jo ueur?
Désignons par X le gain, en euros, du joueur pour une partie. S 'il obtient 6 on lui rembourse 36, il a donc gagné 20

euras.
Lunivers est: - A{1;2;3;4,5, 6},

l'univers image est donc :

Xi il5 | j12|i7 |1 0] 9|20
Le dé étant bien équilibré, on a équiprobabilité sur l'unive  rs | P(X/AEX;) 5 & s lslsls

et donc, ici, sur l'univers image ; on en déduit la loi de pro-

babilité de X.
Sur un 600 parties un joueur réalisera en moyenne 100 fois cha que événement élémentaire. Le gain moyen par partie

seradonc:

1 ¢ 5
%'10050 15)A 100£ (; 12)A 100£ (; 7)A 100£ 0A 100£ 9A 100£ 20 ,CEi6

5

On peut donc espérer perdre en moyenne =" par partie.

5 1 1 1 1 1 1
Onremarque que: — Ej15£ = 12£ = 7£ —~A0O£ “A9£ ~A20f =.
p 6 6 6 6 6 6 6

Plus généralement, on a la dé nition suivante.
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DEFINITION VIII.2.4
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs xi,...,X, avec les probabilités respectives p1,...,pn-

On appelle espérance mathématique de X le nombre réel, noté E(X), dé ni par :

X
E(X)AExip1Accechpn £  Xipi.
i Al

Remarques

1. L'espérance mathématique est I'équivalent, en probabilit €&, de la moyenne en statistique.
2. lL'espérance est donc une caractéristique de position.

3. Pourune variable aléatoire constante | 7!, (x1 £CCCE/E, J)ona: E() A, .

Xi X1 Xo | €C¢ Xp Total
4. Pour calculer I'espérance d'un variable aléatoire, il peut - | P(XAX;) p1 p2 | ¢¢¢ py 1
étre commode de reprendre la tableau de la loi de proba- Xi Pi X1p1 | X2 | ¢€¢¢ Xnpn | E(X)
bilité de la fagon suivante.
Exercice VIII.2.1. Calculer I'espérance de la variable aléatoire de I'exemple introductif (§ VIII.2.1 page 108).
Solution
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 Total
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
P(X/A&n) — == =l=|l=|=|=|=|=]| = 1
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
2 6 12 | 20 | 30 | 42 | 40 | 36 | 30 | 22 | 12
nNPXAEN) || = | = |l =l = |l =1 =| = | =| = | = | = | EQXY&7
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

L'espérance mathématique de X estdonc : 7.

VIII.2.3.b Variance, écart type

La variance et I'écart type sont des nombres réels positifs q ui traduisent la fagon dont sont

dispersées les valeurs d'une variable aléatoire autour de s on espérance; plus la variance et

I'écart type seront grands plus les valeurs seront dispersé es. Ce sont des caractéristiques de

dispersions. Dans une classe un devoir a été donné dans deux m atieres, on choisit un éleve n 0 1 20
1

n 10
P(X/4n)

[EEY

au hasard et on désigne par X sa note dans la premiére matiére e t par Y sa note dans la 1
seconde matiére. Les lois de probabilités des variables alé atoires X et Y sont données dans P(Y &n) -

. 2
les tableaux ci-contre. ) N -
Dans les deux cas I'espérance est 10 et pourtant les résultat s de la classe dans les deux matiéres sont, en un certain

sens, opposés : dans la premiére tous les éléves ont 10 et dans la seconde les notes sont réparties aux extrémes.

DEFINITIONS VIII.2.5
Soit X une variable aléatoire. 3 .

() On appelle variance de X le nombre réel, noté V(X), dé ni par: V(X) /ZAE 'xi E(X)q;2 .

2 On appelle écarttype de X le nombre réel, noté ¥(X),dé nipar: ¥{X)&£ V(X).

N

Remarques

1. Lavariance est donc la moyenne des carrés des écarts a la moye nne.

2. Lavariance étant une moyenne de carrés, on a introduit sa rac ine carrée pour mieux rendre compte de la disper-
sion.

3. Ladé nition de la variance n'est pas tres pratique pour les ¢ alculs.
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VIII.2.3.c Propriétés de I'espérance et de la variance

THEOREME VIII.2.1
Soit X et Y deux variables aléatoires dé nies sur un méme univ ers- et unréel.

1)  EXAY)EEXAE(Y);
(2) EXA,)EEXA, ;
()  E(X)A E(X);

(4)  E(Xi E(X))A0;

(5)  V(XA,)AV(X);

6)  V( X)AE 2V(X).

Démonstration Notons ! ; (LEi E n) les éventualités et p; les probabilités des événements élémentaires associés.
X x

1) Ona:EX)A X( i)p; etE(V)AE Y( i)pi.
i /2L i /A

. X X ¢ X X

Deméme:EXAY)  XAY)(! )pi £  X( )pi AY( )pi £ X( )pi A Y( i)p; AEX)AE(Y).
i /L i /B =8 i/

2) On déduit (2) de (1) en prenant pour Y la variable aléatoire constante ! 7! .

X X
@  ECX)AE X0 Opi A XC )P A EX).

i AL i AL
(4)  Dapres (2) gavec, £ iEX)): EXX; BX))ZEEX)i E(X)Z;Eo. 2
(5) V(XA,)EE XA, i E’(X’A,) /EE XA, i EXi

AE Xi E(X) 2 AV(X).

) 2 ) 2 2y R - 2 2 "

(6) V(X)EE ,XiE(X) /A&EE ,Xi,E(X) &EE.,?X;EX)  /&°E Xj EX) & ?V(X).a
Remarques
1. Enpratique toutes ces propriétés sont naturelles, a nde le s illustrer prenons pour univers une classe ou un devoir
a été donné ; la moyenne de la classe est 5 et la variance 3. On considére I'expérience aléatoire suivante : on choisit au
hasard un éléve et désigne par X sa note. X est une variable alé atoire et on a : E(X) A5 et V(X) A3.

Sion décide d'ajouter 1 point a chaque éléve, alors la moyenne augmentera de 1 point :
E(XA 1) £EE(X)A 1 /6.
En revanche le fait d'ajouter 1 point a chaque éléve ne change ra pas la fagon dont les notes sont réparties autour de la
moyenne, c'est-a-dire : V(XA 1) £V(X).

Sion décide de multiplier par 2 la note de chaque éléve, alors la moyenne sera multipliée par 2 elle aussi : E(2X) A£2E(X) £10.
De plus en multipliant par 2 les notes, on multiplie également par 2 les écarts a la moyenne et donc par 4 leur carré ;
par conséquent : V(2X) £4V(X).
2. Pour donner un sens intuitif a la propriété (1) gardons I'exemple de la classe. Un devoir constitué d'un exe rcice
sur 7 points et d'un probléeme sur 13 points a été donné. Cette fois-ci X désigne la note obtenue al 'exercice etY la note
obtenue au probléme. La note obtenue au devoir est alors XA Y. La moyenne de la classe au devoir est la somme des
moyennes de I'exercice et du probléme : E(XAY)EE(X)AE(Y).
3. Ondéduit des deux derniéres propriétés que : ¥{XA , ) AYX) et ¥{, X) £ | j¥X).
4. On déduit des propriétés (1) et (3) que pour tous réels ®, ; on a: E@XATY) ERE(X)A TE(Y).
On dit que l'espérance est linéaire .

D'apres le théoréeme VIII.2.1 I'espérance de la somme de deux variables aléatoires est la s omme des espérances. Il est
donc naturelle de se demander s'il n'en est pas de méme pour le  produit. Prenons un exemple.
On dispose de deux rectangles, les dimensions de 'un sont 2 p ar 3 et celles de l'autre sont 4 par 5.
On choisit un rectangle au hasard et on désigne par ~ sa largeur et L son longueur. L'aire est donc la variable aléa toire
L.
La moyenne des largeurs est : E(*) /3.
La moyenne des longueurs est : E(L) A4.
Les aires sont 6 et 20 donc : E(L") ZA13.
On constate, ici, que: E(L "), E(L)£ E().
Nous avons précédemment remarqué que la dé nition de la vari  ance ne conduisait pas & un calcul aisé. le théo-
reme suivant remédie a cette carence.

THEOREME VIII.2.2 F ORMULE DE KONIG* P ¢
|| Soit X une variable aléatoire. Ona:  V(X) £E X* | E*(X).

Démonstration Par dé nition :

V(X) &E 'Xi E(X)%

S ¢
2. 2
AEE X“j FI?%)S)XAF{Q%) .

® <
Donc par linéarité et d'apres le propriété  (2) du théoreme VIII.2.1 :

V(X) /EEiX2¢i 2E(X)E(X)A E2(X);

1KoNIG, Johann Samuel (1712-1757)
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VIII. Calcul des probabilités

N . i2¢ 5 N
d'oulontire: V(X) AE X° j E5(X). &

Exercice VIII.2.2.

Calculer la variance et I'écart type de la variable aléatoir

e de l'exemple introductif (§ VIII.2.1 page 108).

Solution
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Total
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
P(X/En) ===l l==| =|= 1
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 36 36 36 36 | 36
1 3 6 10 | 15 21 20 18 15 11 6
nNPXAEn) | = | = | = | =|=| = | = | =|=|=|= E(X) &7
18 | 18 | 18 | 18 | 18 | 18 18 18 18 18 | 18
2 2 9 24 | 50 | 90 | 147 | 160 | 162 | 150 | 121 | 72 5 329
nNPXAEN) || = | = | = | =|=| —=|—=|—=| = | = | = | EHE—
18 | 18 | 18 | 18 | 18 | 18 18 18 18 18 | 18 6
. it 329 35
La variance de X est donc : V(X) £E X° i E°(X) /E? i 49 /EE.
r

On en déduit I'écart type : ¥{X) /£
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Chapitre IX

Translations et homothéties

Dans tout ce chapitre, P désignera le plan af ne euclidien orienté, E désignera l'espace af ne euclidien orienté
(voir régle des trois doigts de la main droite dans le texte pr  écédant la dé nition 1X.2.2 page 118) et W désignera P
ou E Lorsquil n'y aura pas d'ambiguité sur I'application dupl  an ou de I'espace dans lui-méme, les images de points
A, B, M ... seront respectivement désignée par: A % B%; M°. ..

IX.1 Introduction

IX.1.1 Dé nitions

Id\y désigne I'application identique de W, c'est-a-dire l'application de W dans lui-méme qui a tout point M asso-
cie lui-méme.

DEFINITION [X.1.1
Q) Une transformation plane est une application bijective dup lan dans lui-méme.

(2) Une transformation de l'espace est une application bijecti  ve de Edans lui-méme.

Une application de  Wdans lui-méme est donc une transformation si, et seulements i, il existe une application f! 1 de
Wdans lui-méme telle que pour tous points M et M Ode W:
0 i 1i 0¢
MO S (M) 0 MAFIT MY,
Onditalorsque f et fi ! sont des transformations réciproques etona: f! Lif Efafil AEldyy,.

DEFINITION 1X.1.2
Soit & un vecteur de W. La translation de vecteur , notée t,, est l'application de VWdans Iui-méme qui & tout point M

associe le point M © tel que : 4
I
MM © .

/ M 0
/
M
Remarque Une translation est déterminée par son vecteur.
THEOREME IX.1.1
‘ () Les translations de Wsont des transformations de W.

2 Soit & un vecteur de W. La réciproque de t, estt; .

Démonstration Pour tous points M et M Ode W.ona:
0 T i i
MO, (M) () MMO B () MM £ () Mt 4 M
A

DEFINITION 1X.1.3
Soit- un pointde Wetk un nombre réel non nul. Lhomothétie de centre - etde rapport k, notée h. k. estl'applica-

tion de Wdans lui-méme qui & tout point M associe le point M © tel que :

I .
Yvomctwm,

113
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Pour k /& j2, on obtient la gure suivante.

Remarques
1. Une homothétie est déterminée par son centre et son rapport.
2. Les homothéties de rapport i 1 sont les symétries centrales.

Cas particulier Lapplication identique est a la fois une homothétie de rapp  ort 1 et une translation de vecteur nul,
pour tout point - :h. 1 Aty Aldyy.

Remarques

1. Siw, 0, alorsty n'apas de point xe.
2. Sik, 0, alors- estlunique point xede h. .

THEOREME 1X.1.2
H (1)  Les homothéties de Wsont des transformations de W.

2 Soit - un pointde Wetk un nombre réel non nul. La réciproque de  h. x esth_ 1.

Démonstration Pour tous points M et M Ode W.ona:
i i 1 i
MO, ) 0 S mOaim o Pw A-MO 0 M 1 'm0

A
Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de ladé n ition 1X.1.3.

THEOREME IX.1.3
|| Par une homothétie un point, son image et le centre sont align  és.

IX.1.2 Propriétés caractéristiques

THEOREME 1X.1.4 i "
1) Soit t une translation de W. Pour tous points A et B, d'images respectives A Oet Bopar t : AB% £AB .
(2) Soit f une application de W dans lui-méme telle que pour tous points A et B, d'images resp  ectives A%et BY par
f %0 AR f estune translation.

Démonstration (1) Soit t le vecteur de la translation t. Pour tous points A et B, d'images respectives A Oet Bopar t:
h00 £hon ahg A be0 & i Ag Ay B .
2) Soit A un pointet A Oson image par f.Posons :t /E,‘AAO. Pour tout pointMde W, ona:
;\,/IM 0 i A‘AAOA,EI}\OMO hia A,‘AAOA}\M hia Aw i MA .
Donc f estlatranslation de vecteur t. &

B MO

A A

Remarque Nous retiendrons que les translations sont les application s qui conservent les vecteurs (elles conservent
donc la direction, le sens et la norme).

THEOREME 1X.1.5
() Soit h une homothétie de Wde rapport k (aveck, Oetk, 1).
Pour tous points A et B, d'images respectives A %et B®par h ;: AB° KA
(2) Soit k un nombre réel (avec k, Oetk, 1)etf une application de VWdans lui-méme telle que pour tous points
A et B, d'images respectives AletB? par f : AR? /B(ll-'AB . f est une homothétie de rapport k.
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Démonstration (1) Soit - le centre de I'homothétie h. Pour tous points A et B, csj'images respectives A OetBO parh:

o A g0 T o md s idam e ta mdthe.
2) Sc;it Aun ti)oint etA %son image par f.Le systéme de points pondérés ©(A, 1)iA°,i k¢a estde masse non nulle, 1 j k, il adonc un barycentre,
-.0Ona:- Aj k- A0 ﬁEﬁ;donc:E— A /k- A, Pour tout point M de \N,d'imageM gpar f,ona:

i MOAE!E AOA%OMOAHJ ARkhv a P arhv adtwm

Donc f est'homothétie de centre - etde rapport k. &

Remarque Les homothéties de rapport k (aveck , 0 etk , 1) sontdonc les applications de W dans lui-méme qui
multiplient les vecteurs par K.

Le théoreme 1X.1.5 fournit également une construction géométrique de Iimage  d'un point par une homothétie.
M

M 0
- : o
Sur un axe gradué d'origine - , on place les points I(1) et k). Onainsi: - 1° x| sdonc: 1%&h_ ().
On se propose de construire I'image, M 0 d'un point M non élément de la droite graduée. i
I..
D'aprés le théoréme 1X.1.3, M%est un point de ( - M). D'autre part, d'aprés le théoréme IX.1.5, les vecteurs M et 1M°
sont colinéaires, donc les droites (I M9 et (IM) sont paralléles.
MP%est donc le point d'intersection de ( - M) avec la paralléle & (IM) issue de | ©

DEFINITION IX.1.4 5
Une homothétie-translation de rapport k (aveck 2 ?) est une application de W dans lui-méme qui multiplie les

vecteurs par K.

Le théoreme suivant est une conséquence immeédiate des théor émes|X.1.4et1X.1.5

THEOREME IX.1.6 5
‘ Une homothétie-translation de rapport k (aveck 2 *) est une translation si k A1 et une homothétie de rapport k si

k, 1.

Remarque En particulier, les homothétie-translations sont des tran  sformations.

IX.1.3 Compositions de translations et d'homothéties

THEOREME IX.1.7 R
Q) La composée d'une homothétie-translation de rapport k (avec k 2 “) par une homothétie-translation de

rapport k%(aveck®2 ?) est une homothétie-translation de rapport  kk°
2) La réciproque d'une homothétie-translation de rapport  k (avec k 2 ?) est une homothétie-translation de

rapport —.
pp K

Démonstration (1) La premiere multiplie les vecteurs par k et la suivante par k%donc la composée multiplie les vecteurs par kk®

2) L'homothétie-translation de rapport  k multiplie les vecteurs par k, donc sa réciproque les divise par k ; elle les multiplie donc par PE a

Remarque D'apres le théoreme 1X.1.7:
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— la composée de deux translations est une translation;

la réciproque d'une translation est une translation ;

— La composée d'une translation et d'une homothétie de rappo rt k (aveck , 1) est une homothétie de rapport k ;
La composée de deux homothéties de rapport k et k% est une homothétie de rapport kk Osikk®, 1 etune trans-
lation si kk°/EL1.

DEFINITION IX.1.5
Un groupe de transformations de VW est un ensemble non vide, G, de transformations de W véri ant les propriétés

suivantes :
@) Pour tous éléments f etg de G, f +g estélémentde G;
2 Pour tout élément g de G, g’  est élément de G.

On dit que G est stable par composition et par passage a l'inve rse.

Remarques

1. ldyy estéelément de tout groupe de transformations de W

2. Pour démontrer qu'un ensemble non vide, G, de transformation de West un groupe de transformations de W, il
suf t de démontrer que pour tous éléments f etg deG, f g’ 1 est élément de G.

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate du théoré me IX.1.7.
THEOREME IX.1.8
(2) L'ensemble des homothétie-translations de W est un groupe de transformations.
(2) L'ensemble des translations de West un groupe de transformations.

IX.2 Action sur certains objets géométriques

THEOREME IX.2.1
|| Les homothétie-translations de  \Wde rapport k multiplient les distances par  jkj.

o o

o o o o o o
Démonstration Soit A et B deux pointsde WW.On a: AR ,iq030° FE° KB ° Akj*hB ° AkjAB. 4

Remarque Les seules homothétie-translations a étre des isométries s ont les homothétie-translations de rapport 1 ou
i 1, c'est-a-dire les translations et les symétries centrales .

THEOREME 1X.2.2
|| Les homothétie-translations de VW conservent le barycentre.

Démonstration Pour mieux comprendre ce qu'il se passe, démontrons cette pr op@été dans le cas dy barycentre de trois points, la proprié té géné-
rale se démontrerait suivant le méme principe. Soit G le bary centre d'un systéme (A,®),(B, ),(C,°) et A% B0 0 GOles images respectives de A, B,
C, G par une homothétie-translation, f, de rapport k.Ona:

omabA A b Ak meba A Kb Ackbe /E®23°A°A*23°B°A° gaoco.

Donc f conserve le barycentre. a
Plus généralement.

DEFINITION IX.2.1
|| Une application af ne de  \West une application de  Wdans lui-méme qui conserve le barycentre.

Les homothétie-translations sont donc des cas particulier s de transformations af nes.

COROLLAIRE 1X.2.3
|| Les homothétie-translations de W conservent 'alignement.

Démonstration  Si trois points sont alignés alors l'un est barycentre des de ux autres. Or les homothétie-translations de  \Wconservent le barycentre,
donc les trois points images sont alignés. On étend ensuite, de proche en proche, cette propriété au cas de n points alignés avec n E 3. &

THEOREME IX.2.4
|| Les homothétie-translations de  \Wconservent I'égalité vectorielle.

Dé{nonstration Sﬁ)it A, B, C et D quatre points de Wet AO, iBO, c%etDO%eurs images respectives par une homothétie-translation, f, de rapport k. On
l [ i i
a: A% hs et EDO akbD . Donc, sis A£LD | alors : A% adhe aKkbD AEDO. &
Le théoreme 1X.2.4 signi e que l'image d'un parallélogramme est un parallélog ramme. C'est en fait une propriété
importante des applications af nes.
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THEOREME IX.2.5
|| Les homothétie-translations de Wde rapport k multiplient les produits scalaires par k2.

Démonstration Soit A, B, C et D quatre points de W, E limage de A par la translation de vecteur ED et AO, BO, CO, DO, E%leurs images respectives par
I
une homothétie-translation, f, de rapport k. D'apres les théoremes 1X.2.4etV.1.2,0na “IE /EED ;donc: A% £CHO ;d'ou:

hoo . Lopo ghao . heeo ,
;ElgAOBUZAAOEOZi BE® )
= (jkjsAB)zA(jijE)zi (ikjBEY?
e L AB2AAE?; BE?
AP e
ax?hg .Ep
5

THEOREME IX.2.6
|| Les homothétie-translations de W conservent les angles géométriques.

Démonstration Soit A, B, C (ol B et C sont distincts de A) trois points de  Wet AO, BO, cPleurs images respectives par une homothétie-translation,
f, de rapport k. Un angle géométrique est déterminé par son cosinus, donc po ur démontrer que les angles BAC et BA%COsont égaux, il suf t de

démontrer quiils ont le méme cosinus. Or:  AB? - A%C? /EcosBOALCOE A%B%E A%CY; donc :
i i i [ [ i
A%BO . %O KAB - KAC AB AC

cosBOACCO £ Y3 Y3 /ECOSBAC.
ABOE AQCO "Tjkj£ ABE jkj£ AC~ ABE AC

4
THEOREME 1X.2.7
|| Les homothétie-translations de P conservent les angles orientés.

Démonstration Soit A, B, C et D quatre points de P et AO, BO, CO, DOleurs images respectives par une homothétie-translation, f, de rapport k.

Sik E0 D'aprésle théoreme 111.3.6 : i T s . i
i li i [

A%B0 A%C® £ KAB ,KAC A£ABAC .

Sik CO D'aprés le théoréme 111.3.6 etle relation de Chasles :

1
"0 hoo -

3

g khc i ,ihc © B he A 'hsAc A ac,ihc  vA hs Ac Av B AC (mod2%.

kCo kEO

4

Remarque La notion d'angle orienté de deux vecteurs n'est pas extensi ble a l'espace, il serait donc insensé de vouloir
étendre a l'espace le théoreme 1X.2.7.

Nous avons dé ni en 111.3.1 l'orientation du plan. Nous en avons déduit une partition de I'ensemble des repéres du
plan en deux classes : la classe des repéres orientés dans le sns direct et la classe des repéres orientés dans le sens
indirect.

On dira que deux repéres orthonormés de I'espace sont orient és dans le méme sens lorsque I'un sera image de l'autre
par une translation, une rotation ou la composée d'une trans  lation et d'une rotation. Nous admettons que cette rela-
tion partage I'ensemble des repéres orthonormés de I'espac e en deux classes. Orienté I'espace, c'est choisir 'une de
ces deux classes comme classes des reperes orthonormés directs. Par convention internationale, I'espace est orienté
par la « régle des trois doigts de la main droite » : Le repére fo rmé par les trois premiers doigts (dans l'ordre : pouce;
index ; majeur) de la main droite est orienté dans le sens dire ct. Le repéere formé de la méme facon, mais avec la main
gauche, est orienté dans le sens indirect.
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DEFINITIONS 1X.2.2
() Une transformation de W qui conserve l'orientation est une transformation par laqu elle Iimage d'un repére

est un repere orienté dans le méme sens.

(2) Une transformation de VW qui renverse l'orientation est une transformation par laqu elle Iimage d'un repére
est un repere orienté dans l'autre sens.

THEOREME IX.2.8
() Les homothétie-translations de P conservent l'orientation.

2 Les homothétie-translations de E de rapport positif conservent l'orientation.
3) Les homothétie-translations de E de rapport négatif renversent l'orientation.

Démonstration 1) est une conséquence immédiate du théoreme 1X.2.7. Nous admettons les propriétés (2) et (3). &

IX.3 Image de con gurations

THEOREME 1X.3.1
Par une homothétie-translation de W:

(1)  Limage d'une droite (AB) est la droite IAOB°¢qui estparaliéle (AB).
(2)  Limage d'une demi-droite [AB) estla demi-droite ABY.

(3)  Limage d'un segment [AB] est le segment - A%BC .

(4)  Limage d'un plan (ABC) est le plan IAOBOCO(T:qui est paralléle (ABC).

Démonstration Soit M un pointde W.Ona:
"
M 2 (AB) 0 9 x2 hwm AP a

0 9 x2 ,MAbar (Aljx),(BX) a

0 9 x2 ,MOAFJJar (Ao,li x),(BO,x) (c'est la conservation du barycentre)
ilg o 0

0 9 x2 ,AMm0axA%

0 MO (a%9

[ i 0 4i: . . i ¢ L | ¢
Les vecteursAB et ABB dirigent respectivement les droites (AB) et ABO” et son colinéaires, donc: (AB) E A%BC"
On démontre de méme (2) et (3) en remplacant successivement  par , puis par [0;1]. Démontrons (4) :

I I
M 2 (ABC) 0 9 (xy)2 2 h ;Ex"@B Ayhc a
9 (x,y)2 Z,M Aebar éﬁ'li Xi ¥),(B,x),(C,y)
9 (x,y)2 Z,I}{IOIH)ar (Ao,li x),(BO,x),(CO,y) (c'est la conservation du barycentre)
9 (y)2 2 AMO ExABO AyAL?

MO2 (A%B%H

i ¢ ¢

Les droites (AB) et (AC) sont deux droites sécantes de (ABC) r espectivement paralleles aux droites lAOB0 et IAOC0 qui sont deux droites sécantes de
(AOBOC%, donc les plans (ABC) et (AOBOC% sont paralléles. a

THEOREME IX.3.2
(2) Par une homothétie-translation de P, limage d'un cercle de centre | et de rayon R est le cercle de ¢ entre | %et

de rayon jkjR.

0
0
0
0

(2) Par une homothétie-translation de E, limage d'une sphére de centre | et de rayon R est la sphére de centre 10
et de rayon jkjR.

Démonstration Les deux propriétés se démontrent de la méme fagon, elles se d éduisent de I'équivalence :

IM AR IMOEkjR.
A
Si (d1) et (d2) sont deux droites paralléles, alors leurs images par une ho mothétie-translation véri ent, d'apreés le
théoréme 1X.3.1: (d) E (d1) E (d2) E (d3); ce qui établit la propriété (1) du théoréme suivant dont la démonstration
des propriétés (2) et (3) est laissée au soin du lecteur.

THEOREME IX.3.3
() Par une homothétie-translation de W, les images de deux droites paralléles sont deux droites par alléles.

2 Par une homothétie-translation de E, les images de deux plans paralléles sont deux plans parallé les.

3) Par une homothétie-translation de  E, les images d'une droite et d'un plan paralléles sont une dro  ite et un plan
paralléles.

On dit que les homothétie-translations conservent le paral  Iélisme.
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Nous admettons le théoréme suivant.

THEOREME 1X.3.4
Q) Par une homothétie-translation de W, les images de deux droites orthogonales sont deux droites o rthogonales.

(2) Par une homothétie-translation de  E, les images de deux plans perpendiculaires sont deux plans p erpendicu-
laires.

3) Par une homothétie-translation de  E, les images d'une droite et d'un plan perpendiculaires sont  une droite et
un plan perpendiculaires.

On dit que les homothétie-translations conservent l'ortho  gonalité.
Les homothétie-translations conservent les angles géomét riques et multiplient les longueurs par  jkj, nous en dé-
duisons le théoréme suivant.
THEOREME I1X.3.5
() Par une hon}othétiea;ranslation de rapport  k de W, deux triangles ABC et AB%C images I'un de I'autre sont
semblables et : aire ABXC® Ak ?aire (ABC).
(2) Par une homothétie-trianslation¢de rapport k de E, deux tétraédres ABCD et AOBOCODOimages l'un de l'autre
sont semblables et : volume - ABCD? Ajkj3volume (ABCD).

D'apres ce théoreme, les homothétie-translations de rappo rt k multiplient les aires des triangles par k2 et les volumes
des tétraédres par jkj3. Plus généralement une région plane polygonale peut étre dé coupée en triangles et dans I'es-
pace, une région polyédrique peut étre découpée en tétraedr es ce qui étend le théoréme ci-dessus.

Plus généralement nous admettons le théoréme suivant.

THEOREME IX.3.6
‘ () Les homothétie-translations de rapport k de W, multiplient les aires par k2.

(2) Les homothétie-translations de rapport k de E, multiplient les volumes par jkj3.

Lorsque deux ensembles ont un point d'intersection, le cont  act entre ces deux ensembles en ce point est la nature de
leur intersection en ce point (sécante ou tangente). Nous ad mettons le théoréme suivant.

THEOREME IX.3.7
|| Les homothétie-translations de W, conservent le contact.

Ce théoréme signi e, par exemple, que les images d'un cercle et d'une tangente sont un cercle et une tangente.
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impossible, 105

éventualité, 105

fonction
associée, 21
composée, 8
croissante, 9
décroissante, 9
impaire, 12
périodique, 13
paire, 12
strictement

croissante, 9
décroissante, 9
monotone, 9

homothétie, 113
homothétie-translation, 115

incertitude, 61
isobarycentre, 83
issue, voir éventualité

Konig(formule de), 111
loi de probabilité, 108

majorant d'une partie de , 11,87
mesure(s)
d'un angle orienté, 44
principale, 45
minorant d'une partie de , 11,87
moyenne
arithmétique, 93
géométrique, 95

nombre dérivé, 62

point pondéré, 81
points critiques, 68
premiére bissectrice, 89
probabilité(s), 106

radian, 39

suite
arithmético-géométrique, 96
arithmétique, 92
bornée, 89
constante, 90
convergente, 98
croissante, 90
décroissante, 90
divergente, 98
géométrique, 94
majorée, 89
minorée, 89
monotone, 90
numérique, 88
stationnaire, 90

systeme de points pondérés, 81

taux de variation, 59
théoreme
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probabilités totales (des)
faible, 107
translation, 113

univers, 105
univers image, 108

variable(s) aléatoire(s), 108
variance, 110
vecteur

normal, 76

unitaire, 40
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