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Chapitre I

Similitudes

I.1 Rappels et compléments

+ —
I.1.1 Orientation du plan @ @
Orienter le plan, c’est choisir un sens positif, ou direct, de A D

parcours des cercles du plan. Par convention on choisit le
sens trigonométrique, c’est-a-dire le sens contraire des ai-
guilles d'une montre, comme sens positif.

Ainsi ABC est un triangle de sens direct alors que DEF est un
triangle de sens indirect. FIG. I.1 - Orientations du plan

B C F E

I.1.2 Triangles isométriques

I.1.2.a Définition et propriétés

DEFINITION I.1.1
H Deux triangles isométriques sont deux triangles dont les c6tés sont deux a deux de méme longueur.

Remarques
AB=A'B
1. Dire que les triangles ABC et AB’C’ sont isométriques signifie que: { BC=B'C’ .
CA=CA

2. Silestriangles ABC et AB'C’ d’'une partet AB’C’ et A’B”C” d’autre part sont isométriques ; alors
les triangles ABC et A’B”C” sont isométriques.

Exemples

A D
1. ABC est un triangle isocéle en A, H le G
milieu de [BC]. Alors ABH et ACH sont iso-
métriques (I'un est image de l'autre par la
symétrie d’axe (AH)).
B H CE F

2. DEFG est un parallélogramme de centre I.

DIG et FIE sont isométriques. FI1G. 1.2 — Exemples de triangles isométriques
Exercicel.1.1. Citer deux autres triangles isométriques apparaissant sur le parallélogramme DEFG de la figure
L2.

Remarques

1. Les triangles AHB et AHC sont isométriques et orientés en des sens contraires, on dit qu’ils
sont indirectement isométriques.
2. Les triangles GID et EIF sont isométriques et orientés dans le méme sens, on dit qu’ils sont

5



6 I. Similitudes

D

FIG. 1.3 — Construction de triangles isométriques

directement isométriques.

Exercicel.1.2.  Construire les points G et H tels que, surla figure 1.3, les triangles ABC et DEG soient directement
isométriques; les triangles ABC et DEH soient indirectement isométriques.

THEOREME I.1.1
Si ABC et AB’C’ sont deux triangles isométriques, alors :

ABC=AB'C’ BCA=B'CA' CAB=CAB

Démonstration

Ona:BC?=(AC —E’)z = AC? + AB% — 2AB x ACcos BAC;

de méme : B'C”? = A'C"? + A'B? —2A'B' x A'C' cos B'A'C;
deplus: AB=A'B’ AC=A'C’ BC=B'C’;on en déduit que:

o A'B?+A'C?-B'C? AB*+AC*-BC?

cosB'A'C = cosBAC
2A'B' x A'C/ 2AB x AC

etdonc:
B'A’C’ = BAC.

On démontre de méme que : ABC=A'B'C' et BCA=B'C'A’.

FIG. 1.4 — Deux triangles isométriques ont les mémes angles

O
THEOREME I.1.2
H Si ABC et AB’C’ sont deux triangles isométriques, alors ils ont méme aire.

Démonstration
: In! ! 1 I/ I YIN= 1 DA .
Ona:aire(A'B'C') = EAB x A'C'sinB’A'C’ = EAB x ACsin BAC = aire (ABC). O

Remarque Les réciproques des théoréemes 1.1.1 et I.1.2 sont fausses.

Lycée Pontus de Tyard 708-709
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I.1. Rappels et compléments

I.1.2.b Cas d’isométries de deux triangles

THEOREME I.1.3
Pour démontrer que deux triangles sont isométriques,
il suffit d’établir I'une des propositions sui-

vantes.
(1) Chaque coté est de méme longueur

que son homologue.
(2) L'un des angles est égal a son homo-

logue.

(3) Deux angles sont égaux a leur homo-
logue et I'un des cotés est de méme longueur
que son homologue.

//\ |
i \\/
logue et les cotés adjacents a cet angle sont ’
chacun de méme longueur que son homo- /g/\ \/
f
/?\ |
| W

Démonstration (1) est une conséquence immeédiate de la définition I.1.1.
2) Soit ABC et AB’C’ deux triangles tels que :

AB=A'B';BC=B'C' et ABC=AB'C.

A
Pour montrer que ABC et AB’C’ sont isométriques, il
suffit de démontrer que : AC=A'C. /g/\
Appliquons le théoreme d’AL KASHI (2?) aux triangles B ;

ABC et AB'C. - ¢ A

Ilvient : AC®> = AB? + BC? — 2AB x BCcosABC
=A'B?+B'C%-2A'B x B'C' cosA'B'C/
_ A,C,Z

3) Soit ABC et AB’C’ deux trlangles tels que :

FIG. 1.5 — Deuxi¢me cas d’isométrie de deux triangles

BC=B'C’;ABC=AB'C’ et BCA=B'C'A’.
Pour montrer que ABC et AB’C’ sont isométriques, il
suffit de démontrer que : AB=A'B’ et AC=A'C’.

;}

Ona:ABC+BCA+CAB=n=ABC +BCA +CAB; ¢ A
donc : CAB = CAB. Appliquons le théoreme des sinus FIG. 1.6 — Troisieme cas d’isométrie de deux triangles
(22) aux trlangles ABC et AB’C’. Il vient : o -

sinBCA sinB'C’A’ sinABC sinA’B'C’
AB= ———-BC=———BC=AB et AC=——BC=————BC=A'C'O

sin CAB sinC'A’B/ sin CAB sinC’A’B’

Remarque Le fait d’avoir deux c6tés de méme longueur que leur c6té homologue et un angle égal
A

B C D
F1G. 1.7 - ABC et ABD ne sont pas isométriques

a son homologue ne suffit pas pour conclure que les deux triangles sont isométriques. Sur la figure
1.7, si on considere les triangles ABC et ABD, les cotés homologues [AB] et [AB] sont de méme lon-
gueur, les cotés homologues [AC] et [AD] sont de méme longueur et les angles homologues ABC et

—

ABD sont égaux. Pourtant les triangles ABC et ABD ne sont pas isométriques car les cotés homo-
logues [BC] et [BD] ne sont pas de méme longueur.

2006-2007



8 I. Similitudes

I.1.3 Exercices résolus

I.1.3.a Démontrer que deux triangles sont isométriques

Exercice I.1.3.  ABC est un triangle isocéle en A. B’ et C’ sont les milieux respectifs des cotés [AC] et [AB].
Démontrer, par trois méthodes différentes, que les triangles ABB’ et ACC’ sont isométriques.
Solution On introduit le point A’ milieu de [BC]. Le triangle ABC est isocéle en A, donc (AA’) est la
médiatrice du segment [BC] ; par conséquent la symétrie, Spa/, d’axe (AA)) transforme B en C.

1¥® méthode

De plus Saa(A) =A et les symétries conservent le milieu, donc A
Saa'(B") =C'. On a démontré que Spp transforme Aen A, Ben C et B’
en C’; nous savons de plus que les réflexions conservent la distance
entre deux points, donc:

AB=AC,AB’=AC, BB’=CC.

Par conséquent les triangles ABB’ et ACC’ sont isométriques. ¢ B’
2° méthode
-
Les angles homologues BAB' et CAC' sont égaux et les cOtés adjacents B A C
a BAB', [AB] et [AB’] sont de méme longueur que leurs cotés homo- FIG. 1.8

logues respectifs [AC] et [AC’]; donc les triangles ABB’ et ACC’ sont
isométriques.

3¢ méthode

Les angles homologues BAB' et CAC' sont égaux. Les angles homologues ABB’ et ACC' sont
égaux car les réflexions conservent les angles et Syy’ transforme Aen A, Ben Cet B’ en C’. Les cOtés
homologues AB et AC sont de méme longueur. Les triangles ABB’ et ACC’ ont deux angles égaux a
leur homologue et un c6té de méme longueur que son homologue, ils sont donc isométriques. O

I.1.3.b Des triangles isométriques pour démontrer
Exercicel.1.4. On reprend les données de Pexercice précédent. Démontrer que : BB’ = CC'.

Solution On a démontrer que les triangles ABB’ et ACC’ sont isométriques ; donc les cotés homo-
logues [BB’] et [CC’] sont de méme longueur. O

I.1.4 Triangles semblables

Lycée Pontus de Tyard 708-709



I.1. Rappels et compléments 9

I.1.4.a Exemple fondamental

Sur la figure 1.9, les triangles ABC et AB’C’ sont en situation de
THALES.

Ona:AB'C' = ABC et AC'B’ = ACB, comme angles correspon-
dants. Dans les triangles ABC et AB’C’ les angles homologues
sont égaux. On dit que triangles ABC et AB’C’ sont semblables
(on dit aussi qu’ils ont la méme forme). D’aprés le théoréeme
de Thaleés, il existe un nombre réel positif k tel que :

AB' AC' BC'
AB AC BC FIG. 1.9 - Exemple fondamen-
tal

Les cotés homologues des triangles ABC et AB’C’ sont propor-
tionnels.

I.1.4.b Définition et propriétés

DEFINITION I.1.2
‘ Deux triangles semblables sont deux triangles tel que tout angle de I'un est égal a son homologue

dans ’autre.

Remarques

1. Dire que les trlangles ABC et AB’C’ sont semblables B’
ABC=AB'C’ A /
signifie que : BCA=B'C'A’ /{Q;\ 7
CAB=CA'B A
2. Des triangles isométriques sont des triangles sem-
blables puisque leurs angles sont égaux deux a deux. Mais FI1G. 1.10 - Triangles semblables

des triangles semblables ne sont pas nécessairement iso-

métriques.
3. Siles triangles ABC et AB’C’ d'une part et AB’C’ et A’B”C” d’autre part sont semblables ; alors

les triangles ABC et A’B”C” sont semblables.

THEOREME I.1.4
H Pour que deux triangles soient semblables il suffit qu’il y ait deux angles égaux a leur homologue.

Démonstration On sait que la somme des angles d'un triangle est égale a 180° donc si deux triangles ont deux angles
égaux a leur homologue, alors le troisieme angle est lui aussi égal a son homologue O

Exemple Sur la figure I.11, dans le triangle ABC, rectangle en A,

H est le pied de la hauteur issue de A.

Ona:ABH = CBA et BHA BAC

Dans le triangle HBA les angles ABH et BHA sont égaux a leur homologue dans le triangle ABC; les
triangles HBA et ABC sont donc semblables.

Ona:BCA =ACH et BAC = AHC.

Dans le triangle ABC les angles BCA et BAC sont égaux a leur homologue dans le triangle HAC; les

triangles ABC et HAC sont donc semblables.
Les triangles HBA et HAC sont tous deux semblables aux triangles ABC, ils sont donc semblables.

Remarques
1. Les triangles HBA et ABC sont semblables et orientés en des sens contraires, on dit qu’ils sont
indirectement semblables.

2006-2007



10 I. Similitudes

A

B H C
Hi—~|A|~|H
B|—~|B|—]A
A|l—-|C|~|C

FI1G. I.11 — Configuration clef

2. Les triangles HBA et HAC sont semblables et orientés dans le méme sens, on dit qu'ils sont
directement semblables.

Exercicel.1.5. Construire les points D et E tels que les triangles ABC et DAC soient directement semblables ; les

triangles ABC et EAC soient indirectement semblablti&.

B C

FI1G. I.12 — Construction de triangles semblables

I.1.5 Proportionnalité

THEOREME L.1.5
Deux triangles ABC et AB’C’ sont semblables si et seulement il existe un nombre réel strictement

A'B" A'C" B'C
AB AC BC

positif k tel que :

Démonstration Soit ABC et AB’C’ deux triangles.
On construit sur la demi-droite [A'B’) le point B” tel que : A'B” = AB; et sur la demi-droite [A'C’) le point C” tel que :
A'C"=AC.

Théoreme direct

Si ABC et AB’C’ sont semblables, alors : B’A’C” = BAC; A'B” = AB et A’C” = AC; donc les triangles ABC et AB”C”
sont également semblables. On en déduit que les triangles AB”C” et AB’C’ sont semblables. Ils sont de plus orientés
dans le méme sens (car B” € [A'B’) et C" € [A'C)), ils sont donc directement semblables. Par conséquent les droites
(B'C’) et (B”C”) sont paralleles. Les triangles AB’C’ et AB”C” sont en situation de Thalés donc d’aprés le théoreme de

AIBI A/cl Blcl AIBI Alcl Blcl
Thales, il existe un nombre réel positif k tel que : = = = k. C'est-a-dire : = = =k
A'B" A'C"  B'C AB AC BC
Théoreme réciproque
A'B" A'C B'C A'B A'C

:k;alorsona:ﬁz —

AC B

réciproque du théoréme de Thales, les triangles AB’C’ et AB”C” sont en situation de Thalés (donc semblables) et on
A'B"  A'C B'C
AIBH = AICH = B/IC/I =

A'B" A'C' B'C
En faisant le quotient membre a membre avec : —— = —— = —

AB AC BC

A'B° AB _A'C AC B'C' BC 1 . AB _AC _ BC
A'B" x E = A'C x A_C' = B'C" x B'C/ =k x E ; Cest-a-dire:: A'B" = A'C = B'C" =1
Donc les triangles ABC et AB”C” sont isométriques et par suite semblables. Les triangles ABC et AB’C’ sont semblables
aA’B”C’, ils sont donc semblables. OO

S’il existe un nombre réel positif k tel que : —- = = k; donc, d’apres la

déduit que :

= k; on obtient :

Lycée Pontus de Tyard 708-709



I.1. Rappels et compléments 11

CY
B”

B)

FI1G. .13 - Triangles semblables et proportionnalité

Notations et vocabulaire Le nombre k est appelé rapport de similitude qui transforme ABC en
AB'C.

THEOREME I.1.6
‘ Si ABC et AB’C’ sont deux triangles semblables et si k est le rapport de similitude qui transforme

ABC en AB’C), alors : aire (A'B'C’) = k? aire (ABC).

Démonstration On a: aire (A'B'C’) = A'B'xA'C’ cos B'A’C’ = (k AB)x (k AC) cos BAC = k? ABxAC cosBAC = k% aire (ABC).
Od

I.1.6 Cas de similitude de deux triangles

THEOREME 1.1.7 .
Pour démontrer que deux triangles sont sem-

blables, il suffit d’établir 'une des proposi-

tions suivantes.
(1)  Deux angles sont égaux a leur homo- /?\ W

logue.

(2)  Les longueurs des coté de 'un sont W

proportionnelles a leurs homologues
(3) L'un des angles est égal a son homo-

logue et les longueurs des coté adjacents a cet
angle sont proportionnelles aux longueurs des W

cotés homologues.

Démonstration
1) La somme des angles d'un triangle est 'angle plat donc si deux angles sont égaux a leur homologue, alors le
troisieme I'est aussi.
(2) Cette propriété est une partie du théoreme I.1.5.
3) Soit ABC et AB’C’ deux triangles tels que :
AB BC ey
=—=ketABC=A'B'C.
AB BC

Pour montrer que ABC et AB’C’ sont semblables, il suffit de démontrer que : A'C’ = kAC.
Appliquons le théoreme d’AL KASHI (?2) aux triangles ABC et AB’C’. Il vient :
A'C? =A'B? +B'C? - 2A'B' x B'C' cosA'B'C’

= k*AB? + k*BC? — 2k AB x k BCcosABC

= k2 (A132 +BC? - 2AB x BC cosﬁs?:)

= kK*AC?

2006-2007



12 I. Similitudes

On en déduit que : A'C' = kAC. O

EE c B’

B C A

FIG. I.14 - Troisieme cas de similitude de deux triangles

I.1.7 Exercice résolu

Exercicel.1.6. ABCD est un parallélogramme, N un point du segment [DC] distinct de D et C. La droite (AN)
coupe (BC) en M.

1. Démontrer que les triangles ADN et MBA sont des triangles semblables.

2. En déduire que DN x MB = BA x AD.

Solution
1. Dans les triangles ADN et MBA, les angles ho- M

—

mologues AND et MAB sont égaux car alternes in-

ternes; les angles homologues DAN et BMA sont
égaux car alternes internes. Donc les triangles ADN
et MBA sont semblables. D N

Autre méthode On a (AD)//(MC), donc les triangles C
ADN et MCN sont en situation de THALES et donc
semblables. On a (NC)//(AB), donc les triangles
MCN et MBA sont en situation de THALES et donc
semblables. Donc les triangles ADN et MBA sont
semblables.

AD DN . A B
2. On a donc : ﬁ:ﬁ; d’'ou l'on tire :
DN x MB = BA x AD. O F1G. .15 -

I.2 Généralités sur les transformations du plan

[.2.1 Introduction

DEFINITION 1.2.1
H Une transformation du plan, ou transformation plane est une bijection du plan dans lui-méme.

Exemples

1. Lapplication identique du plan, Id 5, c’est-a-dire I'application du plan dans lui-méme définie
par: Id (M) = M ; est une transformation du plan.

2. Les translations, les rotations, les réflexions et les homothéties sont des transformations.

3. La projection orthogonale sur une droite (D) n’est pas une transformation car un point hors
de (D) n’a pas d’antécédent.

On rappelle que la composée de g par f, ou f et g sont deux applications planes, est I'application
plane f o g définie par:
fog = f(g\D).

Lycée Pontus de Tyard 708-709



[.2. Généralités sur les transformations du plan 13

La composition des applications du plan est associative, en effet pour toutes applications de plan
f, & h et pour tout point M du plan, ona:

fo(goh)M) = fo(gohM)=fo (g(h(M)))
fo (g(h(M)))

(fog)ohM) = (fog)(hV)

donc:
fo(goh):(fog)oh

La réciproque d’une transformation f est la transformation, notée f !, telle que pour tous points
MetM’:
fp=M = fM)=M

Onadonc:fOf_lzf_IOf:IdL@.

Remarque Réciproquement, si f et g sont deux applications du plan tellesque: fog = gof =1d g;
alors f et g sont deux transformations réciproques.

THEOREME L.2.1
‘ Soit f une transformation du plan et g une application du plan.

Si: fog=Idgpougo f=1Idg;alors g estla transformation réciproque de f.

DémonstrationSi : fo g =1Id g; alors en composant a gauche par flilvient: flofog=f"lo Id 7 ; C’est-a-dire :
g=f"

Si: go f=1d; alors en composant a droite par fLilvient: gofof = IdgzOf_1 ; Cest-a-dire: g = 1.0
Remarques

1. Désormais, dans ce chapitre, on écrira plus simplement transformation pour transformation
plane.

2. Lacomposée de deux transformations est une transformation.

3. Laréciproque d'une transformation est une transformation.

[.2.2 Exercices résolus

Exercice 1.2.1. On consideére P'application plane, f, d’expression complexe zZ = (z-1D(z-2). f est-elle une
transformation ?

Solution Pourz=1ouz=2,0ona:z =0.
Les points A(1) et B(2) sont deux antécédents par f de O(0) ; donc f n’est pas une transformation.
O

@Pour démontrer qu’'une application n’est pas bijective, il suffit de trouver un élément de ’ensemble d’arrivée qui n’a pas
d’antécédent ou qui a plusieurs antécédents.
ExerciceI.2.2. On considére les applications planes f et g d’écritures complexes respectives :

zZ/=-2z+3 et <z =3z+2.

1. Démontrer que f et g sont des transformations et déterminer leur transformation réciproques.
2. Déterminer les écritures complexesde fog etdego f.

3. Démontrer que f ' o g~ ! est la transformation réciproque de g o f .

Solution 1. Soit M et M’ deux points et z, z' leurs affixes respectives. On a :
1 3
M=fM < 2z=-2z+43 < Z:_EZ,_'_E'

2006-2007



14 I. Similitudes

1 3
Le point M’ a un et un seul antécédent : le point d’affixe _EZ, + X Donc f est une transformation;

1 3
de plus sa transformation réciproque est la transformation f ' d’écriture complexe: z' = —~z+ >
On établit de méme que g est une transformation de transformation réciproque g~! d’écriture
1
complexe:z' = ——z——.
3 3
2. f o g a pour écritures complexe : z' = —2(3z+2) + 3 ; c'est-a-dire : 2 = -6z — 1.
go f apour écritures complexe : z' =3(-2z+3) +2; c’est-a-dire : 2’ = -6z + 11.
3. Ona:(f_log_l)o(gof) :f_lo(g_log)of:f_loIdr@of:f_lof:Idr@;
donc, d’aprés le théoréme 1.2.1 f ' o g™ est la transformation réciproque de g o f. O
Exercice .2.3. On consideére les applications planes f et g d’écritures complexes respectives:
Z=(1+iV3)z-V3-iV3 et 2'=2iz-3+3i.
1. Déterminer les point fixes de f etde g.
2. Déterminer les écritures complexesde fog etdego f.
3. Soit A et B les points d’affixes respectives 1 + i et1 —i. Déterminer f(A) et g(B).
Solution 1. Un point est invariant par f si et seulement si son affixe est solution de I'équation :
z=(1+iV3)z—-V3-i V3 (L.1)
L) < iv3z=V3(1+i)
2. .
— 17z=1(14+1)
= z=1-1
f n’a qu’un seul point fixe : le point d’affixe 1 —i .
Un point est invariant par g si et seulement si son affixe est solution de I’équation :
z2=2iz-3+3i (1.2)

Soit z = x+ i y la forme algébrique de z.
(I1.2) — (x+iy)-2i(x—iy)=-3+3i

— (x=2y)+i(-2x+y)=-3+3i
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie
imaginaire, donc :

x—2y=-3 x=2y-3 x=-1
(2 = { —2x+y=3 { —dy+y=-6+3 { y=1
g n'a qu’un seul point fixe : le point d’affixe -1 +1i .
2. f o g a pour écriture complexe : 2’ = (1+i V3)(2iZ-3+3i) - V3-i V3;
or pour toutze C :
(1+iv3)(2iz-3+3i)- V3—-i V3 =2(- vV3+i)z-3(1+i v3)(1-i)—i V31 -i)
=2(- V3+i)z+(1-1)(-3-4V3i).

f o g apour écriture complexe :

Z=2(-V3+i)z+(1-1)(-3-4V3i).

go f apour écriture complexe : z' = 2i ((1+i \/§)z— V3-i \/5)—3+3i;

or pour toutze C :

2i ((1+i V3)z- V3-iV3)-3+3i =2i((1-i V3)Z- VB+i V3)-3+3i
=2i(1-1 V3)z+(-2v3-2i vV3)-3+3i
=2(V3+i)z-2V3(1+i)+3i(1+1i)
=2(V3+i)z+(+i)(-2V3+3i)
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[.2. Généralités sur les transformations du plan 15

go f apour écriture complexe :

Z=2(V3+i)z+(1+i)(-2V3+3i)

3. Déterminons f(A). Pour : z=1+1i ; dans I'écriture complexe de f,on a :

Z=0+i \/§)(1 +1)— V3-iV3=1+i-2V3. Donc f(A) est le point d’affixe 1 — 2 V3+i.
Déterminons f(B). Pour : z=1—-i ; dans I'écriture complexe de g, on a:
z/=2i(1-i)-3+3i =2i —2-3+3i = -5+5i. Donc f(B) est le point d’affixe —5 + 5i .

O

I.2.3 Groupes de transformations

Les isométries du plan sont les transformations du plan qui conservent les distances. Une
transformation f est donc une isométrie si et seulement si pour tous points A et B du plan, on
a: f(A)f(B) = AB.

Les translations, les rotations et les réflexions sont des cas particuliers d’'isométries.
Soit f et g deux isométries. On se propose de démontrer que fog et f~! sont des isométries.

Posons : Ay = g(A); By =g(B); A, =f(A1); B, =f(B1); A_y =1 (A); By =1 (B).
Onadonc:fog(A) =A; etfog(B) =B,.

Pour démontrer que fog et f ! sont des isométries, il suffit de démontrer que : A,B, = AB et
A_1B_; =AB.

g et f sont des isométries donc: A,B, = A;B; et A;B; = AB; donc: A,By = AB.

f est une isométrie, de plus: f(A_;) =Aetf(B_;) =B; donc: AB=A_;B_;.

On en déduit que la composée de deux isométries est une isométrie et que la réciproque d’'une
isométrie.

Ainsi, pour les transformations du plan, la propriété « étre une isométrie » se conserve par compo-
sition et par passage a I'inverse. Nous verrons ultérieurement qu'’il en va de méme pour d’autres
propriétés, justifiant ainsi la définition suivante.

DEFINITION 1.2.2
‘ Un groupe de transformations est un ensemble de transformations, G, vérifiant pour tous éléments

fetgde G:fogeGetfleG.

Exemples

1. Sion désigne par . 1’ensemble des isométries du plan, alors .# est un groupe de transforma-
tions.

2. Lacomposée de deux transformations est une transformation et la réciproque d’'une transfor-
mation est une transformation : I'ensemble des transformations du plan est un groupe de trans-
formations.

3. De méme {Id g} est un groupe de transformations.

4. Sis estréflexion, alors: sos=1d 5 ; et Id g» n'est pas une réflexion. La composée de deux ré-
flexions n'est pas toujours une réflexion donc I’ensemble des réflexions n’est pas un groupe de
transformations.

Exercice 1.2.4. Soit O un point. Démontrer que I'ensemble des transformations du plan qui laissent le point O
invariant est un groupe de transformation.

Solution Soit fet g sont deux transformations qui laissent invariant le point O. On a : f(0) = g(0) = O;
donc :fog(0) =0 et O =f'0f(0) =f (0). On en déduit quefog et f ! sont deux transformations
qui laissent le point O invariant.
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16 I. Similitudes

L'ensemble des transformations du plan qui laissent le point O invariant est donc un groupe de
transformation. O

[.2.4 Exercices

I.2.a. Soit f et g deux applications du plan | I.2.c. On dit qu'une application du plan, f, est
telsque: fog=go f=Idg. involutive (ont dit aussi que f est une involu-

1. Démontrer que f est une transformation (On | tion) lorsque: fo f =1d 5.

démontrera que tout point M’ du plan a un antécé- | 1. Soit f une involution. Justifier que f est bijec-
dent et un seul). tive et préciser 1. On suppose de plus que f
2. Que représente g pour f? conserve le milieu. M est un point du plan, M’
son image par f et I le milieu du segment [MM’].

I.2.b. Lensemble des réflexions du plan est-il | 7~ )
Démontrer que I est un point fixe de f.

un groupe de transformations ?

1.3 Notions de similitudes

I[.3.1 Définition

Soit h une homothétie de rapport k. Pour tous points du pan M, N, P, Q du plan (tels que M # N
et P#Q) et M), N, P’, Q’ leurs images respectives par h, on a: M'N’ = |k| MN et P'Q’ = |k| PQ.
P'Q" |kIPQ PQ
M'N’  |k|MN MN’
Les homothéties conservent donc les rapports de distances.

DEFINITION 1.3.1
H Une similitude plane est une transformation plane qui conserve les rapports de distances.

Lorsque: M # N et P # Q; on en déduit que :

Exemples
1. Les homothéties sont des similitudes.
2. Soit f une isométrie, pour tous points M, N, B, Q (tels que : M # N) et M, N, P’, Q’ leurs images

P'Q"  PQ
M'N’  MN’

respectives par f, on a : P’Q" = PQ et M'N’ = MN; on en déduit que :

Les isométries sont donc des similitudes.
En particulier, les translations, les rotations et les réflexions sont des similitudes.

Remarques

1. Lacomposée de deux transformations planes qui conservent les rapports de distances est une
transformation plane qui conserve les rapports de distances. De méme que dans I'exemple intro-
ductif du paragraphe [.2.3 page 15, on démontre que la réciproque d’'une transformation plane
qui conserve les rapports de distances est une transformation plane qui conserve les rapports de
distances. Lensemble des similitudes planes est donc un groupe de transformations.

2. Toutes les transformations étudiées dans ce chapitre sont planes. Désormais nous écrirons
« transformation » pour « transformation plane » et « similitude » pour « similitude plane », lors-
qu’il n'y aura pas d’ambiguité, A’ désignera'image de A, B’ 'image de B ....

THEOREME 1.3.1
Soit s une similitude.

Il existe un réel strictement positif k, tel que pour tous points M, N du plan d’image M’, N’ on ait :
M'N’ = k MN.

DémonstrationSoit A et B deux points distincts du plan et A, B’ leurs images par s (s est une bijection donc A’ # B'),
A'B’
AB

posons; k =
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I.3. Notions de similitudes 17

Soit M et N deux points distincts du plan et M’, N’ leurs images par s.

- SiM =N, alors M’ =N’ et donc : M'N’ = k MN.
. MN MN = MN AB
- SiM#N,alors: —— = ——;d’ou: =
A'B’ AB MN AB
O

Notations et vocabulaire Le nombre k est appelé rapport de la similitude s.

= k. Par conséquent : M'N’ = k MN.

THEOREME L.3.2
‘ Soit k un réel strictement positif.

Les similitudes de rapport k sont les transformations qui multiplient les distances par k.

DémonstrationD’apres le théoreme 1.3.1, on sait que toute similitude de rapport k est une transformation qui mul-
tiplie les distances par k. Il ne reste plus qu’a démontrer que les transformations qui multiplient les distances par k
sont des similitudes (qui sont évidemment de rapport k).
Soit f une transformation qui multiplie les distances par k. Pour tous points M, N, B, Q (tels que : M # N), on a :
P'Q" kP P
P'Q' = kPQ et M'N' = k MN; on en déduit que : P _kPQ —Q Donc f est une similitude. O
M'N" kMN MN
Exemples
1. Lesisométries sont les similitudes de rapport 1.

2. Les homothéties de rapport k sont des similitudes de rapport | k|.

I.3.2 Conséquences

THEOREME 1.3.3
1) Deux triangles images 'un de I'autre par une similitude sont semblables.

(2) La composée de deux similitudes de rapport k et k’ est une similitude de rapport kk'.
(3) La réciproque d’'une similitude de rapport k est une similitude de rapport A

4) Si s est une similitude qui a trois points non alignés invariants, alors s est 'identité.
(5) Deux similitudes qui coincident en trois points non alignés sont égales.

Démonstration(1) Soit ABC un triangle, s une similitude et k son rapport. Ona:

A'B'=kAB

A'B’ B'C' C'A
B'C'=kBC ;donc: R =ﬁ;
C'A'=kCA

donc ABC et AB’C’ sont semblables.
(2) est un corollaire du théoréeme 1.3.2.
3) Soit s une similitude de rapport k. s est une transformation qui multiplie les distances par k donc s™! est une

transformation qui divise les distances par k, c’est-a-dire une similitude de rapport —.

4) Soit s une similitude tel qu'’il existe un triangle ABC tel que : s(A) =A; s(B) =B; s(C) =C.

Démontrons que pour tout point M : s(M) = M.

On a: s(A)s(B) = AB; donc s est une similitude de rapport 1, c’est-a-dire une isométrie.

Soit M un point et M’ son image par s. s est une isométrie donc : s(A)s(M) = AM; c’est-a-dire : AM' = AM ; de méme :
BM'=BM et CM' = CM;

Si M et M’ étaient distincts alors A, B, C seraient trois points non alignés de la médiatrice de [MM’]; donc : s(M) = M.
(5)  Soitsets deux similitudes tel qu’il existe un triangle ABC tel que : s(A) =s'(A) ; s(B) =s'(B) ; s(C) =s'(C).
Ona:s'os'(A)=s7'(s'(A)) =s7'(s(A)) =A;de méme : s ' os'(B) =Bets ' os'(C) =C.

1 1

A, B, C sont trois points invariants non alignés des™ ' os’; donc: s~

s=s.0

os'=1d g7; en composant a gauche par s, il vient :
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18 I. Similitudes

Remarque Deux triangles images I'un de 'autre par une isométrie sont isométriques.

1.3.3 Exercices résolus

Exercice1.3.1. A et B sont deux points tels que : AB = 7 ; s est la symétrie de centre A et h est 'Thomothétie de
centre B et de rapport—3. On pose :f=ho s; A’ =f(A) et B’ = f(B).Déterminer A'B’.
Solution f est la composée d’une similitude de rapport 1 par une similitude de rapport 3, donc f
est une similitude de rapport3. On en déduit que : A'B' =3 AB =21.0

1.3.4 Exercices

I.3.a. ABCD est un carré de centre O, sy dé- | centre O.
signe la réflexion d’axe (AC), sgp désigne la ré- | Démontrer que : Sspc ©Sgp = S0o.
flexion d’axe (BD) et so désigne la symétrie de

I.4 Autres propriétés

1.4.1 Ecriture complexe d’une similitude

Le plan & est muni d'un repére orthonormé direct (O;7, 7).
Laffixe d'un point A sera notée z,, I’affixe d’'un point B sera notée zg ...
On sait qu’une translation de vecteur i (u) a pour écriture complexe : z' = z + u.
On sait qu'une homothétie de rapport k et de centre Q(w) a pour écriture complexe :
Z —w=k(z—w); cest-a-dire: 2’ = kz+ w(1 - k).
On sait qu'une rotation d’angle 0 et de centre Q(w) a pour écriture complexe :
Z—w=e%2z-w); cest-a-dire: 2 = e z+ w1 —e'?).
Les réflexions d’axe I'axe des abscisses et 'axe des ordonnées ont respectivement pour écriture
complexe: z' =zetz = -Z.

Toutes les similitudes que nous connaissons ont une écriture complexe qui peut se présenter
sous I'une des deux formes suivantes: z' = az+bouz' = az+b.
THEOREME I.4.1
‘ Une application du plan est une similitude plane si et seulement si elle admet une écriture com-

plexe delaforme:z' =az+bouz' =az+bavecacC* et beC.

Démonstration

SoitacC*etheC.

Démontrons que 'application s d’écriture complexe : z' = az + b; est une similitude.

1, b . . .
Ona:z =az+b < z=—z — —; doncs est une transformation et sa transformation réciproque est la trans-
a

formation s} d’écriture complexe : z' = 1 z— é Soit M(zm), N(2n) deux points et M’(zy,), N'(zy) leurs images
respectives par s. @
Ona:M'N' = |z - zy| = [(azn + b) - (azm + b)| = |al |zn — zm| = |a| MN.
s est une transformation qui multiplie les distances par |al, donc s est similitude de rapport |al.

Démontrons que 'application s’ d’écriture complexe: z' = az + b; est une similitude.
La réflexion par rapport a 'axe des abscisses, o, est une similitude et son écriture complexe est: z’ = Z.
Onadonc:s' =soo.s estlacomposée d'une similitude de rapport |al par une similitude de rapport 1, donc s’
est une similitude de rapport |al.
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[.4. Autres propriétés 19

On remarque s et s’ transforment les points O(0) et I(1) en O’(b) etI'(a + b) ; donc a est I'affixe du vecteur O'T et best
I'affixe du point O’.

Soit s une similitude.

Déterminons a€ C* et be C tels que : 2’ = az+ b ou Z’ = az + b; soit une écriture complexe de s.
SoitI et ] les points d’affixes respectives 1 et i, O’, I’ ]’ les images respectives de O, I, ] par s et a, b les affixes respectives

de O'T" etO’(0#1,donc O’ #1', d'ol1 a # 0). I’ est donc le point d’affixe a + b.
Désignons par s; et s, les similitudes d’écritures complexes respectives : z' = az+bet z' = az +b.
Pour z = 0, puis pour z = 1, on obtient dans les deux cas : z’ = b puis zZ’ = a+ b; on en déduit que :

$1(0)=52(0)=0" et sD=s,)=T

Les triangles OIJ et O'T'J’ sont images 'un de I'autre par la similitude s, ils sont donc semblables. Le triangle OI]J est
rectangle et isocele en O, donc le triangle O’T'J’ est rectangle et isocele en O’.
1°" cas: OIJ et O’T’Y’ sont directement semblables
Ol est direct donc O'I')’ est un triangle rectangle isocele direct en 0. Donc : 2] — z{, = ' 2 (2] — z()).
C’est-a-dire : zJ’ =i(zg—z5) +2p=az+b;dou:s () =]
s et s1 sont deux similitudes qui coincident en O, I, J (O, I, ] sont trois points non alignés) donc s =s;.
s a donc pour écriture complexe : z’' = az + b.

]’ I’ I
;; OY
O’
J J ,
o . J
J J
ol 7 1 of 7 I
F1G. .16 — o1 et O'TY sont directement semblables F1G. .17 — o et O'Ty sont indirectement semblables

2€ cas: OIJ et O'T'Y’ sont indirectement semblables
Ol est direct donc O’’’ est un triangle rectangle isocele indirect en O’. Donc : zj — 25 = e " 2 (2] - z).
Cest-a-dire: z; = —i (2] — 2) + 2o = azj + b; dou: 5, (J) =7'.
s et sp sont deux similitudes qui coincident en O, I, J (O, I, J sont trois points non alignés) donc s = s.

s a donc pour écriture complexe : z' = az+b. O

Remarque Soit s une similitude d’écriture complexe : z' = az+ b ou z' = az + b;
- lerapportdes est|al;

— le nombre a est I'affixe de O'T’ ;
— le nombre b est I'affixe de O’.

Exemple La similitude d’écriture complexe : z’ = 2 ¢’ 5Z-4;a pour rapport 2.

I.4.2 Similitudes directes, similitudes indirectes

DEFINITIONS L.4.1
(1) Les similitudes qui ont une écriture complexe de la forme: zZ’' = az+ b; sont appelées simi-

litudes directes.
(2) Les similitudes qui ont une écriture complexe de la forme : z' = az + b; sont appelées simi-
litudes indirectes.

2006-2007



20 I. Similitudes

Remarque Toute similitude est donc soit directe soit indirecte.

THEOREME 1.4.2
H (1) Les similitudes directes conservent les angles orientés.

(2) Les similitudes indirecte changent un angle orienté en son opposé.

DémonstrationSoit a€ C* et be C.
(€))] Soit s la similitude d’écriture complexe : z' = az+ b; et A, B, C, D quatre points tels que : A#B et C # D.
Démontrons que : (A’B’ ,C'D’ ) = (E,C_D))

ona: zf — 2, _(azp+b)—(azc+b) alzp—-zc) zp—zc

—F = = = ;donc:(A'B',C'D'):(E,ﬁ).
Zp— 2y (azg+b)—(azn+b) alzg—zrn) z-—2za
2 Soit s’ la similitude d’écriture complexe : 2’ = az + b.
La réflexion par rapport a 'axe des abscisses, o, a écriture complexe est : z' = Z.
On adonc:s' =soo. s est donc la composée d'une transformation qui change un angle orienté en son opposé par
une transformation qui conserve les angles orientés, donc s’ change les angles orientés en leur opposé. O

Par des arguments du type : « la composée de deux similitudes qui conservent les angles orientés
est une similitude qui conserve les angles orientés » ; on déduit du théoreme 1.4.2 le corollaire sui-
vant.
COROLLAIRE 1.4.3

(1) La composée de deux similitudes directes est une similitude directe.

(2) La composée de deux similitudes indirectes est une similitude directe.

(3) La composée d'une similitudes directe et d'une similitude indirecte est une similitude in-
directe.

4) La réciproque d’une similitude directe est une similitude directe.

(5) La réciproque d’'une similitude indirecte est une similitude indirecte.

THEOREME 1.4.4
Soit s une similitude qui a deux points invariants distincts : A et B.

(1) Si s est une similitude directe alors s est I'identité.
2) Si s est une similitude indirecte alors s est la réflexion d’axe (AB).

Démonstration On a donc : s(A) = A et s(B) = B; désignons par sap la réflexion d’axe (AB).
Si s est une similitude directe alors s a un écriture complexe du type : 2’ = az + b.
Ona:s(A) =Aets(B) =B;donc: z, =z, et z; = zp.
On en déduit que : zg —za = 25 — 25 = (a zg + b) — (@ za + b) = a (2 — zn).
OrA#B, donc: a=1.0nendéduit que: zp = zy = a za+ b= zp + b; donc : b = 0. s a pour écriture complexe :
Z'=z;doncs=1d 5.
Si s est une similitude indirecte alors posons : s’ =sospp.
s’ est la composée de deux similitudes indirectes donc s’ est une similitude directe.
De plus : s'(A) =sosap(A) =s(sag(A)) =s(A) =A; de méme : s'(B) =B; s est une similitude directe qui laisse
invariants les points A et B, donc s’ est I'identité. On a : sospg = Id 4»; donc en composant a droite par sag, il
vient : S = SpB.
O

Remarque Cette propriété est parfois retenue sous la forme suivante :
« Une similitude qui laisse invariants deux points distincts A et B est soit I'identité, soit la réflexion
d’axe (AB) ».

1.4.3 Propriétés de conservations, images de figures usuelles

THEOREME 1.4.5
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H Les similitudes conservent les angles géométriques.

DémonstrationLes similitudes directes conservent les angles orientés, elles conservent donc également les angles
géométriques. Les similitudes indirectes changent un angle orienté en son opposé, les similitudes indirectes conservent
donc les angles géométriques. Par conséquent toute similitude, quelle soit directe ou indirecte, conserve les angles
géométriques. O

THEOREME 1.4.6
| Les similitudes conservent le barycentre.

DémonstrationDémontrons que les similitudes directes conservent le barycentre.

Soit s une similitude directe d’écriture complexe : sSs=az+b; {(Al,oq), ‘e ,(An,(xn)} un systéme de points pondérés
dontla somme des coefficients n’est pas nulle, G son barycentre et A'l, e ,A'n, G'les images respectives de Ay,---,A,,G
pars.

Utilisons le théoréme 22 page 22 pour démontrons que G’ est le barycentre du systeme {(A},a1),-++, (A}, a,)}. Ona:

n n n n n
Z O 2Zp, (Z aaszk) + (Z (Xkb) ( arlazp, + b)) Z O(kZ/,\k
k=1 k=1 k _ k=1

;o k= k=1 iz
zg=azg+tb=a—; +b= — = — —
T T T T
k=1 k=1 k=1 k=1
G’ etle barycentre du systeme {(A},a1),--, (A}, &,)} ont la méme affixe, ils sont don égaux.

On démontre de méme que les similitudes indirectes conservent le barycentre. O

Remarque En particulier les similitudes conservent le milieu des segments et le centre de gravité
des triangles.

COROLLAIRE 1.4.7
Soit s une similitude, A et B deux points distincts, A, B’ les images respectives de A et B par s.

1) L'image par s de la droite (AB) est la droite (A'B’).
(2) Limage par s de la demi-droite [AB) est la demi-droite [A'B’).
(3) Limage par s du segment [AB] est le segment [A'B’].

DémonstrationSoit s une similitude, A et B deux points distincts, A, B’ les images respectives de A et B par s. Pour tous
réel ¢ et tout point M du plan, on a:
AM =tAB <> MA+¢(ME-MA|=0 < (-0MA+tMB <« M=bar{(A1-1),( 0}
Soit M un point du plan. On a:
Me(AB) < 3'teRR,AM =¢AB
— 3teR, M=bar{A,1-1),B,0}
< 3teR, M =bar{(A',1-1),(B, 1)} ,carsets ' conserventle barycentre
— 3JtekR, W = tﬁ
— Me@A'B)
Donc s transforme (AB) en (A'B’).
En remplacant R par R* puis par [0;1], on démontre de méme que s transforme [AB) en [AB’) et [AB] en [A'B’]. O

Remarque On en déduit en particulier que les similitudes conservent I’alignement

THEOREME 1.4.8
H Les similitudes transforment les cercles en cercles.

DémonstrationSoit s une similitude de rapport k, % un cercle, Q son centre, r son rayon et %", Q' les images respec-
tives de %, Q par s. Pour tout point M et son image M’, on a:
Me¥4 << Me%

— QOM-=r

= QM =kr

lLe syrnbole «3I» signiﬁe « il existe ».
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22 I. Similitudes

Donc %" est le cercle de centre Q' et de rayon kr. O

On déduit du corollaire 1.4.7 et du théoréme 1.4.5 le théoreme suivant.
THEOREME 1.4.9

H Les similitudes conservent le parallélisme”et I’orthogonalité.

Nous admettons les théorémes suivants.
THEOREME 1.4.10
H Les similitudes de rapport k multiplient les longueurs par k et les aires par k°.

THEOREME 1.4.11
H Les similitudes conservent le contact.

I.5 Classification des similitudes

[.5.1 Similitudes directes

Notations et vocabulaire Soit s une similitude directe d’écriture complexe : z’' = az + b (avec

acC*etbeQ);et:a=ke'"; 'écriture exponentielle de a. On dit alors que s est une similitude
directe de rapport k et d’angle 0.

Exemples
1. Soit s I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’

d’affixe Z/, telle que : z' = (V3+i)z—2+i. Lapplication s a une écriture complexe de la forme :
. ; I . Jo .
z' = az+b; ol a s'écrit sous forme exponentielle : V3+i =2e'6 ; donc s est une similitude directe

de rapport 2 et d’angle E.

2. Les translations sont les similitudes directes de rapport 1 et d’angle nul.

3. Les rotations distinctes de l'identité sont les similitudes directes de rapport 1 et d’angle non
nul.

4. Les homothéties de rapport k, avec k > 0, sont les similitudes directes de rapport k et d’angle
nul.

5. Leshomothéties de rapport k, avec k < 0, sont les similitudes directes de rapport | k| et d’angle
plat.

THEOREME 1.5.1 PROPRIETE CARACTERISTIQUE DES SIMILITUDES DIRECTES DE RAPPORT k ET
D’ANGLE 0
Soit ke R"* et e R.

Une application du plan dans lui-méme est une similitude directe de rapport k et d’angle 0 si et
seulement si pour tous points distincts A, B et A, B’ leurs images respectives pars, on a:

A'B' = k AB et (ﬁ A'B ) =0 2n).

Démonstration

Soit s une similitude directe de rapport k et d’angle 0

s a une écriture complexe de la forme : Z = ke'®z+ b avec b € C. Soit A, B deux points distincts et A, B’ leurs
images respectives.
25—z, (ke'®zg+b) - (ke'Ozy+ D)

Ona:
ZB — ZA ZB — ZA

=ke'®; donc: A'B' = kAB et (E,A’B’ ) =0 (2n).

2Conserver le parallélisme signifie que deux droites paralleles sont transformées en deux droites paralléles.
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I.5. Classification des similitudes 23

Soit s une application plane tel que pour tous points A, B: A'B’' = k AB et (ﬁ ,A'B ) =0 (2n)

Désignons par b I'affixe du point O’, image de I'origine O par s. Soit M(z) un point et M’(z') son image par s.
— "_b ,
1 cas:z2#00na:0M =k OM et (OM,O’M’) =0 (2n); donc : 270 ke'®; on en déduit que :
z

7 =ke'%z+b.
2°cas:z=00naM=0,doncM'=0"doui: z'=b= ke'®x0+b=ke'®z+b.
s a pour écriture complexe : 2’ = ke'® z+ b; donc s est une similitude directe de rapport k et d’angle 0.
a

Remarque D’un point de vue complexe, la condition : A'B’ = k AB et (ﬁ ,A'B ) =0 (2m); dansle
théoreme 1.5.1 s’exprime par : zg — 2 = ke'(zg — za).
THEOREME 1.5.2

Soit s une similitude directe d’écriture complexe : z' = az+ b (avec a€ C* et b e C); k le rapport
de s et  un argument de a.

1) Si a =1, alors s est la translation de vecteur #(b).

(2) Si a # 1, alors s a unique point invariant, Q, et en désignant par h '’homothétie de centre Q
et de rapport k, et par r la rotation d’angle 0 et de centre Q;ona:s=hor=roh.

Démonstration
(1) Si a =1, alors s a pour écriture complexe : Z' = z+ b; on reconnait I'écriture complexe de la translation de vec-
teur i (b).

b
2) Si a # 1, alors 'équation : z= az + b; a une unique solution : w = 1—a
—-a
h et r ont respectivement pour écriture complexes : 2’ —w = k(z—w) et z' - = '?(z—w). On en déduit que horetroh
ont toutes deux pour écriture complexe :

Z-w=kez-w) (1.3)
/ b b
Onadonc:(1.3) <= Z=a|lz——|+—
l1-a l1—a
p ab
— zZz=az— —+ ——
l1-a l—al
a
— z':az—b(—— —)
l-a 1-a

— Z=az+b
horetroh ontla méme écriture complexe que s, donc:s=hor=roh. O

Notations et vocabulaire . o )
1. Lorsque a # 1, Q est appelé centre de la similitude directe s.

2. Unesimilitude directe qui n’est pas une translation est déterminée par son centre, son rapport
et son angle, appelés éléments caractéristiques de s
3. Ladécomposition:s=hor=roh est appelée forme réduite de s.

Exercice I.5.1. Soit s 'application du plan dans lui-méme, d’écriture complexe:z' = (1-i)z—2+1i.
Déterminer la nature et les éléments caractéristique de s.

2 2 o
SolutionOna:1—-i = \/5(7\/_—1'7\/_): V2e s,

s a une écriture complexe de la forme : zZ' = az + b ; o1 a est le nombre complexe de module V2 et
, n .. . , L
d’argument T donc s est une similitude directe de rapport V2 et d’angle — 1

L'affixe du centre de s est solution de I’équation : z = (1 —1)z—2+ 1 ; donc, apres calcul, le centre
de s estle point Q(—1-2i).0

Pour déterminer les éléments caractéristiques d’une similitude direct s, d’écriture complexe : 2’ = az+b o ae C\{0;1} et beC;
on peut :

— Déterminer le module et un argument de a, on obtient ainsi le rapport et une angle de s.

— Résoudre ’équation d’inconnue z : z=az+ b; la solution obtenue est I'affixe de s.
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24 I. Similitudes

On déduit des théoremes 1.5.1 et 22 page ?? le théoreme suivant.

THEOREME 1.5.3
Soit s une similitude directe de centre Q(w), de rapport k, d’angle 6 et M(z), M’(z') deux points

distincts de Q. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1 M=sM

2) Z-w=ke’z-w)

(8 OM'=kOMet(OM,OM')=0(mod2m

Remarque La similitude s a donc pour écriture complexe : 2’ — w = ke'%(z-w).

Exercice 1.5.2. Déterminer une écriture complexe de la similitude directe de centre Q (1 + 21 ), de rapport V2et
)4
d’angle ——.
gle—
T
—i—
Solution s a pour écriture complexe: z' — (1+2i) = vV2e 4 (z—(1+2i)); c'est-a-dire, aprés cal-

cul:zZ=(1-1)z-2+i.0

Exercice 1.5.3. s estla similitude directe de centre Q (w) de rapport v'2 et d’angle g .Lepoint A(zs) a pour image
par s le point B(zg). Démontrer que le triangle QAB est rectangle isocéle en A et orienté dans le sens direct.
Solution
1" méthode
D’apres le théoreme 1.5.3, s a pour écriture complexe :
Z5—w=v2e i (Zp—w) = (1+1)(za—w).
Donc:zg—za = (zg—0)—(z2a—w) = (1+1)(2a—W)—(z2po—W) = i (zo—w) ; d’oll : W—2zpA = i (2B—2A).
On en déduit que, d’apreés le théoréme 22 : AQ = AB et (E,ﬁ) = g (mod2m).
Le triangle QAB est donc rectangle isocéle en A et orienté dans le sens direct.
2° méthode On a : (ﬁ,ﬁ) = X (mod2n) etg €]0,n[; donc le triangle QAB est orienté

4
dans le sens direct.

sinﬁA\B sinA/(ﬁS
D’apres le théoréme des sinus, on a : =

)] AB
____ sinAQB sin X > _n
On en déduit que : sin QAB = B QB = AB4 V2AB = 7\/_ x V2=1;0nadonc:QAB = >

—— T
etAQB = k
ainsi le triangle QAB est rectangle isocéle en A et orienté dans le sens direct.
|

THEOREME L.5.4
(1) La composée d’'une similitude directe de rapport k et d’angle 6 par une similitude directe

de rapport k" et d’angle 0’ est une similitude directe de rapport kk’ et d’angle 6 +0'.
(2) La réciproque d'une similitude directe de rapport k et d’angle 0 est une similitude directe

1
de rapport P et d’angle —0.

DémonstrationSoit s une similitude directe de rapport k et d’angle 0 et s’ une similitude directe de rapport k' et
d’angle 0'. Elles ont respectivement des écritures complexes de la forme : 2/ = ke'®z+ bet 2/ = k' e!® z+1'.

(1)  s'os adonc pour écriture complexe : 2’ = k' e’ ?’ (k elfz+ b) +Db'; cest-a-dire :

Z=kk'e' O z+ b + ke b.

On reconnait I'écriture complexe d’une similitude directe de rapport kk’ et d’angle 0 +0'.

2) Ona: 7z =ke'z+p = z=-e197- E e 0 b; donc s'a pour écriture complexe :

) . k
! —i0 -i0
z=—=e'""z——¢e " b;
k k
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On reconnait I'écriture complexe d'une similitude directe de rapport % etd’angle —0.0

Exercice 1.5.4. Qu’obtient-on en composant deux symétries centrales ?

Solution Une symétrie centrale est une similitude de rapport1 et d’angle n, lorsque I'on en com-
pose deux on obtient donc une similitude directe de rapport 1 et d’angle nul, c’est-a-dire une
translation. O

Exercice 1.5.5. Soit r le quart de tour direct qui transforme O(0) en A(2) et h Phomothétie de rapport —2 qui

transforme A en B(—4 + 2i) ; on pose : f = hor. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.

n
Solution f est la composée d’une similitude directe de rapport 1 et d’angle > par une similitude

B
directe de rapport 2 et d’angle 1 ; donc f est une similitude directe de rapport 2 et d’angle — 5 La

similitude f a donc une écriture complexe de la forme : z' = —2i z+ b avec be C.
De plus : f(0) =h(r(0)) =h(A) =B; donc pour z = 0, on a : 2’ = =4 +2i, on en déduit que :
b =-4+2i. Lasimilitude f a donc pour écriture complexe : z = —2i z—4+2i . L'affixe du centre de
fest solution de I'équation :
z=-21z—-4+2i (1.4)

Ona:l4 <= (1+2i)z=2i(14+2i) <= 2z=21i.
bl
fest la similitude directe de rapport 2, d’angle -3 et de centre Q(2i). O

1.5.2 Isométries

[.5.2.a Introduction

Les isométries sont les similitudes de rapport 1. Les similitudes directes de rapport 1 sont ap-
pelées déplacements. Les similitudes indirectes de rapport 1 sont appelées antidéplacements.

Les déplacements sont donc les isométries qui conservent les angles orientés et les antidépla-
cements sont les isométries qui changent les angles orientés en leurs opposés.
Toute isométrie est soit un déplacement soit un antidéplacement.
Exemples
1. Les translations et les rotations sont des déplacements.
2. Lesréflexions sont des antidéplacements.

Remarques

1. La composée de deux déplacements est un déplacement et la réciproque d'un déplacement
est un déplacement. Lensemble des déplacements est donc un groupe de transformations.

2. Lacomposée de deux antidéplacements est un déplacement et la réciproque d'un antidépla-
cement est un antidéplacement. Lensemble des antidéplacements n’est donc pas un groupe de
transformations.

3. Lacomposée d'un déplacement et d'un antidéplacement est un antidéplacement.

I.5.2.b Déplacements

D’apres I’étude précédente les déplacements sont les transformations d’écriture complexe :
Z=e%z+b (L5)

avecOeRetbeC.
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26 I. Similitudes

1 cas:e'® =1

Le déplacement est la translation de vecteur i (b).

2¢cas:el9#1

Le déplacement est une rotation d’angle 6.
On en déduit le théoreme suivant.
THEOREME L.5.5
H Les seuls déplacements sont les translations et les rotations.

I.5.2.c Antidéplacements

Ecriture complexe d’une réflexion d’axe (AB)

Soit A et B deux points distincts d’affixes respectives z5 et zg. Considérons I'application o

d’écriture complexe :
ZB — A

7 —zp= (z=2zn) (1.6)

ZB — ZA
De par son écriture complexe ¢ est une similitude indirecte. De plus,

ZB — ZA _

pour z=zs,ona:z = (ZA —2A) + 20 = 27 ;
ZB — ZA
ZB — ZA

pour z=zg,ona:z = (28— 2a) + 2o = (2B — 2a) + 24 = ZB.

ZB — %A
A et B sont deux points fixes distincts de la similitude indirecte o donc, d’apres le théoreme 1.4.4

page 20, o est la réflexion d’axe (AB).

Exercicel.5.6. On considére les points A(—1) et B(1+1). Déterminer une écriture complexe de la réflexion, d’axe
(AB).
Solution Le vecteur AB a pour affixe : 2y =2B— 2= 2+4+1;
z5—2za 2+i (2+i)®> 3+4i
donc: = - = — =
ZB — ZA 2—1 |2-—l|2 5

Soit o I'application d’écriture complexe :

c’est-a-dire, aprés calcul :

De par son écriture complexe o est une similitude indirecte. De plus,

3 4 2 4
pourz=-1,0ona:z = (§+_i) (_1)_§+Ei = —1; donc A est un point fixe de o ;

5
2 4 7 1 2
pourz:1+i,ona:z':(g+gi)1+i——+—i :—+—i——+gi =1+1 ; donc B est un point fixe

5 5 5 5 5
deo;

A et B sont deux points fixes distincts de la similitude indirecte o, donc o est la réflexion d’axe (AB).
O

12,)_ 12 18,
zZ——+—i.

5
—+—=i
13 13

Exercice 1.5.7. Soit ¢ Papplication plane d’écriture complexe : z' = TRET

1. Justifier que o est un antidéplacement.
2. Déterminerc oo.

3. On considére les points A(i) et B(—1 — 41 ). Déterminer les images de A et B par ¢ et en déduire deux points fixes
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deo.

4. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de .
Solution 1. De par son écriture complexe o est une similitude indirecte.

12, 25 144

Deplus:|—+—i|=\/—+—=1;
13 13 169 169

donc o est une similitude indirecte de rapport 1, c’est-a-dire un antidéplacement.

‘- , 5 12, 5 12 \_ 12 18, 12 18,
2.000 apour écriturecomplexe : z' = | —+ —i ||| =+ —i|z——+—i | ——+—i;

13 13 13 13 13 13 13 13
pepa g |5 127 6 . 12 18,
cest-a-dire: 2 = |—+—i| 2——05B+12{)2+3i) - —+ —1.
13 13 169 13 13
5 2

Ona: 3 + Ei =1let(5+12i)(2+3i) =—-26+39i ; donc o oo a pour écriture complexe: z' = z;

on en déduit que : 600 =1d 5.

3.Pourz=1i;o0na:
, 5 12 \— 12 18, i
=|l—=+—=i|li-——+—1i 2| |B
13 13 13 13
_.5. 12 12 180 »
TR T3 BT ! 4
donc:o(A) =A. ]
Pourz=-1-4i;o0na: 0 l
, ( 5 12 ) - 12 18, P [0)
zZ =|—=+—=i (—1—41)——+—1
113 13 13 13 -1
= E(_5_48_ 127 +207 —12+18i) = —-5+2i ;
-2
donc o(B) est le point B'(—5 +21).
/]
4.0na:oB) =oco0d(B) =B. Soit C le milieu du _3
segment [BB’]; C est donc le point d’affixe : =3 —i.
Les similitudes conservent le barycentre donc ¢(C) -4
est le milieu du segment [B’B]; C est donc un autre B
point fixe de o. -5
o est une similitude indirecte qui laisse invariants 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
les points A et C; o est donc la réflexion d’axe (AC). F1G. 1.18 - Réflexion d’axe (AC)

@ Plus généralement, pour décomposer une une similitude indirecte, f, déterminée par une écriture complexe, il est souvent

avantageux de déterminer fof.
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28 I. Similitudes

Un autre point de vue

0'(ibe'?)
Soit 0 une symétrie d’axe 9, iZ(eie) un vecteur )
directeur unitaire de §, O’ le symétrique de O
par rapport a §, H le milieu du segment [OO’]
G l'image de H par la translation de vecteur

<

ii et 7(i €'%) le vecteur unitaire normal a & tel "
N P - - . N =00 1
que le repere orthonormé (H; ii, ) soit direct. viie")

Les vecteurs OO’ et ii sont orthogonaux donc H

e

les vecteurs OO’ et ¥ sont colinéaires. Il existe
donc un réel b tels que : 00’ = b¥; on en dé-
duit que les points O’ et H ont respectivement
i0

a(eie)

~

- b
pour affixe : i be'® et i P

D’apres I'équation 1.6, o a une écriture com- 0
ZG — <H —

———2z+PavecPeC.

2G — <H

plexe delaforme: z’' =

F1G. 1.19 — Réflexion d’axe &
0 i0
N ZG —ZH et e .
Or z; — zy est I'affixe de i donc : —=——— = — = — = ¢?0,
ZG—ZH i6 e7i0

Ona:o(0)=0'; donc, pour z =0, on obtient: p = z' = i be'®.
On en déduit que o a pour écriture complexe :
/ ezi 0

7 =e?9z+ibe'",

Symétrie glissée

Reprenons les notations ci-dessus, considérons i un vecteur directeur de § et t la translation
de vecteur 0.

11 existe donc un réel non nul a tel que : i = aii; on en déduit que @ a pour affixe : ae’ 0 et que t
a pour écriture complexe : z’' = z+ ae'®.

to o a pour écriture complexe : z’' = e?%Z+ibe'%+ae
Cest-a-dire: 2/ =e?9Z+e'%(a+ib)

0.
’

oot a pour écriture complexe : z’ = e?t? (z+ aeie) +ibe'?;
cest-a-dire: 2/ = e*%Z+e'®(a+ib)
Enposant:s=tog;ilvient:s=too=too.

DEFINITION 1.5.1
Soit & une droite et i un vecteur directeur de 0.

On appelle symétrie glissée d’axe 6 et de vecteur i la composée de la réflexion d’axe & pal la trans-
lation de vecteur 0.

Remarques

1. Ladécomposition:s=tog =toag;estappelée forme réduite de la symétrie glissée.

2. sos=(toog)o(oot)=tot

3. Toute symétrie glissée est un antidéplacement.

4. Une symétrie glissée n’a aucun point invariant, mais son axe est globalement invariant.

5. Soit M un point, M’ son image. Le milieu du segment [MM’] est un point de I’axe de la symétrie
glissée.

, 1 .
6. En particulier, pour z=0,0ona: z = ele(a + 1 b); donc le point d’affixe > ele(a +1Db) est un
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O’(eie(a+ 1 b))

O; (aeie)

~{

FIG. 1.20 — Symétrie glissée d’axe 6 et de vecteur 0

point de I'axe de la symétrie glissée.

Cas général

Soit s un antidéplacement. s est une similitude indirecte de rapport 1, elle admet donc une
écriture complexe de la forme : z’ = 9z + B. Ecrivons Be_ie sous forme algébrique, nous ob-
tenons : Be_ie =a+ib; douil vient: f = e'®(a+ib); s adonc pour écriture complexe : z' =
e2i62+eie(a+ib).

0

1 cas: @ =0 s apour écriture complexe: z' = e*°Z+i be'?: donc s est la réflexion d’axe 8,

Lo b ;
ou § est la droite de vecteur directeur i(e* e) passant par H(l > e e)
2107 4 eie(a+ ib).
s est donc la symétrie glissée d’axe & et de vecteur 0 (a eie).

2°cas:a#0 sapourécriture complexe: z' =e

On déduit de cette étude le théoréme suivant.
THEOREME L.5.6
H Tout antidéplacement est soit une réflexion soit une symétrie glissée.

Exercice 1.5.8. Déterminer la nature et les élément caractéristiques de I'application plane, s, d’écriture com-
1 - s
plexe:z' = E(_l +iV3)Z+2i.
Solution s a une écriture complexe de la forme : z' = az + b avec a € C* ; donc s est une similitude

1 1
indirecte. sos a pour écriture complexe : z' = 5(—1 +1 \/5)(5(—1 +iV3)z+2i|+2i ;soit:

1 -1+i+v3
7z = Z(_1+i V3)(=1-1i V3)z+2i (I—T\/_);soitﬁna]ement:z’:z+ V3+3i.
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1
sos est donc la translation de vecteur 17( V3+3i ) soit t la translation de vecteur : i = > U;totest

3 3 1 3 o
la translation de vecteur U, donc :tot=sos. apourafﬁxe:T\/_ +§i = \/5(5 +i7\/_) = V3e'3;

. [ I — L. [ I
t a donc pour écriture complexe : zZ' = z+ V3e'sett! a pour écriture complexe : z' = z — V3e's,
. S _
s a pour écriture complexe : 7 =e' 3 Z+2i.Posons : g =sot L
o est la composée d’une similitude directe par une similitude indirecte, donc o est une similitude
indirecte.

wlA

. 21 . L 2m . .
o a pour écriture complexe : z' =e' 3 (z— V3e! %) +2i ; Clest-a-dire: 7' =e' 3 Z— V3e'3 +2i.
) . .
t™! os a pour écriture complexe : z' = e' 3 Z+2i — V/3e'3.
On en déduitque:o = sot '=tlos;dot1:000=(t"'os)o(sot™ )=t lo(sos)ot ' =t 'ototot™
Id .
Soit A le point d’affixe i . Déterminons I'image de A paro. Pourz=i,ona:

1 3 1 3
Z =—i (—§+i7\/_) - \/§(E+i7\/_)+2i =1 ; donc A est un point fixe de o.

3 1 : I
Soit B le point d’affixe —7\/_ - Ei . Déterminons I'image de B parc. Pourz=¢€'6 ,ona:

V33, . V3

iﬂ " —71 2= 1 . .
—V3eli42i=e i ——— —Zi4+2i = 5 3t ; donc B est un point fixe de o.
o est une similitude indirecte qui laisse fixes les points A et B, donc ¢ est la réflexion d’axe (AB). O

N

T o In
6

Z’:elTel

I.5.3 Similitudes indirectes (complément)

Le cas des similitudes indirectes de rapport 1, c’est-a-dire des antidéplacements a été traité au
paragraphe 1.5.2.c. Nous ne traiterons donc ici que les cas des similitudes indirectes dont le rap-
port est différent de 1.

Soit s une similitude indirecte d’écriture complexe : 7 =ket®z+ B avec k €]0;1[U]1;+ool.

sos a pour écriture complexe : z’' = ke'?? (kei20Z+B) +P; c'est-a-dire : 2’ = k*z + ke’ 2B +p.

On reconnait I'écriture complexe d'une homothétie de rapport k* et dont I'affixe du centre, Q, est
solution de 'équation : z = k®z + ke’ 29 B +p; on en déduit apres calcul que Q est le point d’affixe :
_ ke'?B+p
YT TR

et de rapport k%, donc:hoh =sos; de plush eth™! ont respectivement pour écritures complexes :

. Soit h ’homothétie de centre Q et de rapport k. hoh est 'homothétie de centre Q

Z-w=k(z-wetz -—w= %(z—m).

Soit Q' I'image de Q pars;ona:s(Q') =sos(Q) =hoh(Q) = Q. s transforme [QQ'] en [Q'Q] et mul-
tiplie les distances par k donc: QQ' =k QQ';d’ou: 1-k)QQ ' =0;0rk#1donc: Q2=Q".Qestun
point fixe de s. On en déduit que s a pour écriture complexe: z' — o = ke'?(z-w).

1
Posons : 0 = soh™!. ¢ est la composée d’'une similitude directe de rapport T par une simi-

litude indirecte de rapport k, donc o est une similitude indirecte de rapport 1, c’est-a-dire une
réflexion ou une symétrie glissée. Mais une symétrie glissée n'a pas de point invariant et : 0(Q2) =
s(h_1 (Q)) = Q; donc o est une réflexion dont I'axe passe par Q. o et h™!os ont toute deux pour
écriture complexe : z' —w = ke'?®(z—w); donc: o =soh™ ' =h 'os. On en déduit la décompo-
sition : s=hoo = ooh. De plus, d’apres I'étude menée au paragraphe [.4.1 on sait que I'axe de la

réflexion o est dirigé par le vecteur # (el 9)
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similitude directe similitude indirecte
) - s est une réflexion d’axe 8
s est une translation de vecteur u# ol
k=1 ou e e
. , une symétrie glissée d’axe 8 et de
une rotation de centre et d’angle 0 & -
vecteur w

s est une similitude directe de rapport | sest une similitude indirecte de rapport

k#1 k, d’angle 0 et de centre Q k, de centre Q et d’axe &

TaB. 1.1 - Eléments caractéristiques d'une similitude

On retiendra donc que pour toute similitude indirecte, s, d’écriture complexe : z' = ke’ 207 + B
avec k €]0;1[U]1;+oo[; il existe une homothétie, h, de rapport k et une réflexion o dont I'axe d est
la droite passant par le centre Q2 de h et dirigée par # (ei e) telsque:s=hoo=00h.

s est la similitude indirecte de rapport k et d’axe 0.

Remarques

1. Ladécomposition:s=hoao =0oh;estappelée forme réduite de s.

2. Qestl'unique point fixe de s. En effet pour tout point fixe, M, de s; s transforme [QM] en [QM]
et multiplie les distances par k d’ot: (1 - k)QM =0;onadonc: M= Q.

[.6 Déterminations d’une similitude

I.6.1 Similitude déterminée par ses éléments caractéristiques

Comme nous 'avons vu tout au long de ce chapitre, une similitude est déterminée par ses
éléments caractéristiques. Le tableau 1.1 précise ces éléments dans les différents cas. k désigne le
rapport de la similitude s.

I.6.2 Similitude déterminée par une écriture complexe

Une similitude s peut également étre déterminée par une écriture complexe. Dans ce para-
graphe, lorsque s est une similitude directe, son écriture complexe sera donnée sous la forme :
Z =az+Db; et lorsque s est une similitude indirecte, son écriture complexe sera donnée sous la
forme: z' = az+b.

Dans les études précédentes, les écritures complexes de similitudes directes ont parfois été don-
nées sous la forme: z' = ke'®z+ b on passe de l'une a I'autre par les formules usuelles de conver-
sion entre forme algébrique et forme exponentielle du nombre complexe a.
Dans les études précédentes, les écritures complexes de similitudes indirectes ont parfois été don-
i20 _ 4
|al
et =b; deplus e'% est une racine carrée de e'%°. Lorsque s est une similitude indirecte, un calcul
immédiat montre sos a pour écriture complexe : z’ = |a|*z + ab+b.

nées sous la forme: z' = ke'?® z + B on passe de 'une a I'autre par les formules: k = |al; e

Le tableau [.2 résume les résultats obtenus dans les paragraphes .5.1 a 1.5.3.
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s est une similitude directe d’écriture
complexe:z' =az+b

s est une similitude indirecte
d’écriture complexe:z' =az+b

Siab+ b =0 alors s est une
réflexion d’axe &
ou § est la droite passant par le point
Sia =1 alors s est une translation

" d’affixe — et dirigée par un vecteur
de vecteur #i(b). 2

. 7’ a
d’affixe une racine carrée de ﬁ

a
al=1 —
lal Siab+ b #0 alorss est une

symétrie glissée d’axe d et de
vecteur w(ab + b) ou d estla
droite passant par le point d’affixe

Sia #1 alors une rotation de

centre Q(

] ) et d’angle un
-a
argumentde a

2 et dirigée par un vecteur

. 7’ a
d’affixe une racine carrée de ﬁ
a

s est une similitude indirecte de rapport

s est une similitude directe de rapport |a|, de centre Q ( ab+b

_lal2
lal, d’angle un argument de a et de 1-1al
) 8 est la droite passant par Q et dirigée

par un vecteur d’affixe une racine

) et d’axe 6 ou

lal #1

b
centre Q| ——
1-a

a
carrée de —
lal

TAB. 1.2 — Eléments caractéristiques déduits de I’écriture complexe

1.6.3 Similitude déterminée par deux points, leurs images et une orientation

THEOREME L.6.1
Soit A, B, A, B’ quatre points tels que: A Bet A’ #B'.

(0))] 1l existe une unique similitude directe s telle que : s(A) = A’ et s(B) = B'.
(2)  Ilexiste une unique similitude indirecte s’ telle que : s'(A) = A’ et s'(B) = B'.
Démonstration

Existence de s

11 suffit de considérer la similitude directe s d’écriture complexe :

/

/

!
Zn—Xk
B
z =

B Az +2,
ZB — ZA

Pour z = z, et z = zg, on obtient respectivement : z’' = zj, et 2’ =z ; d'ou: s'(A) = A’ et s'(B) = B'.

Unicité de s

Soit s” une similitude directe qui transforme A en A’ et B en B’. s 0s” est une similitude directe qui laisse inva-
riants A et B, d’ot1: s Los” = 1d g7; en composant membre a membre cette égalité a gauche par s, on en déduit que :

s" =s.

Existence de §’

Soit sap la réflexion d’axe (AB), posons : s’ = sosyp. s’ estla composée d'une similitude indirecte par une similitude
directe donc une similitude indirecte. De plus : s'(A) = s(sa(A)) =s(A) = A’ et s'(B) = s(sap(B)) =s(B) =B'.
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Unicité de s’

Soit s” une similitude indirecte qui transforme A en A’ et B en B’. s"1os” est une similitude directe qui laisse

invariants A et B, d’ot1: s tos” = Id 5»; en composant membre a membre cette égalité a gauche par ), on en déduit
que:s’=s.0
Exercicel.6.1. Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0;7, j ) (unité graphique : 1 cm).

On considére les ponts A, B, A’ et B’ d’affixes respectives :

za=V3+i (\/b_’—l); zlg:(\/§—2)+i (\/§+1); zB=(2+ \/§)+i (3— \/5); zé:(z— \/b_’)+i (3+ \/§)
1. Justifier 'existence et I'unicité d’une similitude directe s et d’'une similitude indirecte s’ qui transforment A en A’
etBenB.

2. Déterminer des écritures complexes de s et s’

3. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de s et de s’.
Solution 1. On sait qu’une similitude directe (ou indirecte) est déterminée par deux points dis-
tincts et leurs images. On a : A+ B etA’ #B'; donc, par théoréme :

Il existe une unique similitude directe s et une unique similitude
indirecte s’ qui transforment A en A’ et B en B’

2. s est une similitude directe, elle a donc une écriture complexe de la forme : z' = az + b.
Deplus:s(A) =A’ ets(B) =B'; donc: zy = azp+ b et zg = azg + b; d’olt : zy — z) = alzg — 2a) ;

!/ !
i “B %A
on en déduitque : a =
ZB — ZA

(2= \/_)+1(3+\/_) (V3-2)-i(v3+1)
2+ VB)+i(3-v3)-vB-i(V3-1)
_ 4-243+2i

2+ (4-2V3)
(4-2vB+2i)(2-i(4-2V3))

B 24(4-2+3)

_ (16-8V3)+i (-24+16V3)

32— 163
_(2-VB)+i(-3+2V3)

Déterminons b. On sait que : z, = aza+b; donc:b =z, — aza
(\/_ 2)+1(\/_+1) (—+1£)(\/_+1(\/_
2
1 V3

Donc s a pour écriture complexe :

s’ est une similitude indirecte, elle a donc une écriture complexe de la forme : z' = az + b.
Deplus:s'(A)=A'ets'(B)=B';donc:zy =azx+betzy=azg+b; dou: zy— 2z, = a(zg — za) ;
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34 I. Similitudes

!/ !/
i “B %A
on en déduitque: a = ———
ZB — ZA

(2-Vv3)+i(3+V3)-(V3-2)-i(V3+1)
 (2+vB)-i(3-Vv3)-v3+i(V3-1)

_ 4-243+2i
2-i(4-2v3)
4-2V3+2i

_—iU4—2¢®+2q
Déterminons b. On s:itl(-]ue :zy=aza+b;donc:b =z)—azy
:(¢§—z)+i(v§+1)—i(v§—i(v§—1ﬂ

=-1+1.
Donc s’ a pour écriture complexe :

Z=iz-1+1i|

3. Dans I'écriture complexe de s, le coefficient de z est le nombre complexe de module 1 et d’argu-
L . ) I
ment Py donc s est une rotation d’angle —.

V3

‘n 1
Laffixe du centre de la rotation s est solution de I’équation: z=¢€"'3 z — > +i—.

2
Résolvons cette équation.

1 V3 - ( 1 V3 1 V3

z=e'Sz——+i—= l-——i—|z=—=+i—
2 2 2 2 2 2

bl
s est la rotation d’angle — et de centre
Q(-1).
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1 3 x
Autre méthode On a : -3 +1 7\/_ =—1+e'3;douil
vient :
n 1 3 n
deelitnil = Zoen=el (i) B2 vee'E)
e'3 est le nombre complexe de module 1 et d’argu-

Bl
ment — donc s est une similitude de rapport 1 et
3 PPOIE = B2 vael 5 Z

U
d’angle 7 de plus son centre a pour affixe —1, donc: /

. T O
s est la rotation d’angle — et de centre /

Q(-1). s -  Blzvee't)
/4= A(Z\/Eelﬁ)

D’apreés la figure 1.21, la similitude indirecte s’ semble étre o g i

la réflexion d’axe (Q2C) ot C est le point d’affixe i . /
Pour:z=-1;ona:z =i(-1)-1+i = -1; donc :

s(Q2) = Q. _ FIG. .21 -
Pour:z=i;ona:z =i xi—1+4i =1 ;donc:s(C)=C.

s’ est une similitude indirecte par laquelle les points Q) et

C sont invariants, donc :

‘ s’ est la réflexion d’axe (QC). ‘

1.6.4 Similitude déterminée par deux triangles semblables

THEOREME 1.6.2
H Soit ABC et AB’C’ deux triangles semblables.

1l existe une unique similitude s telle que : s(A) = A’; s(B) =B’ et s(C) = C'.

Démonstration

Existence de s

Les triangles ABC et AB’C’ sont soit directement semblables, soit indirectement semblables.

Si les triangles ABC et AB’C’ sont directement semblables
On prend pour s la similitude directe qui transforme A en A’ et B en B’. Il ne reste plus qu’a démontré que s transforme
Cen C’. Posons: C" =s(C). .
A'C" AC T T (e —
= et (NB;AC" ) = (AB;AC).
A'B"  AB

s transforme ABC et AB’C” et conserve les angles orientés, donc :

1 o . A,C, A,B, / ,’ f ,’ —_— —

Les triangles ABC et AB’C’ sont directement semblables, donc : AC = AR et (AB ;A C ): (AB ;AC).
2 . .,,,_AC,,_A,B’ Al In! Al ) _ [Alp! Al ). NN PN A TS
Onendéduitque:A'C ——ABAB——ABAC—AC et({A'B ;A'C" |=(A'B' ;A'C" |;donc:A'C"=AC'et|AC";AC |=

0. I
Les vecteurs A'C' et A’'C” ont méme direction, méme sens et méme norme, ils sont donc égaux; on en déduit que s
transforme C en C’.

Si les triangles ABC et AB’C’ sont indirectement semblables
On prend pour s la similitude indirecte qui transforme A en A’ et B en B’. Il ne reste plus qu’a démontré que s transforme
Cen C. Posons : C" =s(C).
s transforme ABC et AB’C” et change les angles orientés en leurs opposés, donc :
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36 I. Similitudes

A'C"  AC — = — —
= et (A’B’ A'C ) =— (AB AC )
A'B’  AB
1 m? . . A’C, A’B’ I/ ’ ,’ —_——
Les triangles ABC et AB’C’ sont indirectement semblables, donc : C = AB et (A B ;A'C ) =— (AB ;AC )
AC A'B' = (o o
On en déduit que : A'C" = —A'B' = —AC=A'C et (A’B’ A'CY ) = (A’B’ A'C! ) ;
AB AB

donc: A'C" =AC' et (A’C" JA'C ) =0.

Les vecteurs A'C' et A’C” ont méme direction, méme sens et méme norme, ils sont donc égaux; on en déduit que s
transforme C en C'.

Unicité de s

Soit s’ une similitude qui transforme ABC en AB’C’, s et s’ sont deux similitudes qui coincident en trois points non

alignés donc, d’apres le théoreme 1.3.3, elles sont égales.]
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