Exercices résolus d’analyse

EXERCICEI Calcul de limites

Etudier les limites suivantes a I'endroit indiqué.
COSX — % n
1. fitx—»—-F"en—.
X — 3 3

i COS X —COS 3 o . bl
Pour tout x # 3 : filx) = ————; fi(x) est donc le taux de variation de la fonction cos entre 3 et x.

De plus la fonction cos est dérivable sur R et sa dérivée est —sin, donc:

cosx—% . V3

lim ——= =-sin—-=-——|
x—3 X—3 3 2

1
2. frix— Ex4 —10x® —100x* —1000x + 1 en +oo.

Pourtoutx>0:

H 4(1 10 100 1000+1)
)=x|--——-—-——+—
2 2 x2 x3 x4
lim x*=+00
X——+00 . . 1 1 3 2
' 1 10 100 1000 1 1 donc par produit xl_l)l}loo 2% —10x° -100x“—-1000x + 1) = +o0 |.
lm [--——————+—| ==
x—+o0\2 x  x? x3  xt) 2
8. fix 2x3_5x+3en+
. X — oo.
3 3x4—7x-8
PourtoutxeDf\{O}:
A o) 127
3 — = —. .
H-E-3) ¥ 3 E-2
1
lim —=0
x;»+oo?;x; q duit . 2x3—5x+3_
2-5+3 onc par produi x—l»Too3x4—7x—8_

EXERCICE II approximation affine

1
Déterminer sans calculatrice une valeur approchée de Tos ; puis majorer (en utilisant la calculatrice) la

)

valeur absolue de I'erreur' commise e, par une puissance entiére de 10 la plus petite possible.
1

Désignons par f la fonction x— —.Ona:
X

f(10,5) = f(10) + f'(10) x 0,5.

. —_ ! — 1 . . ! — . YAy e
Or: f(10)=0,1 etf(x)——?,donc.f(10)——0,01,d0u.

~0,095 |

10,5

=0,0952---;donc:

A la calculatrice :

)

le|] <1073 |

Lorsqu’un réel a est une appriximation d’un réel x, I'erreur commise est donnée par la formule : e = a — x.
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EXERCICEIII Etude d’'une fonction rationnelle

On considere la fonction f définie par :
2
X

f = x-1

On note Cff sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;7,7 ) (unité graphique : 1 cm).

1. Préciser I'ensemble de définition, Dy, de f et déterminer I'ensemble de dérivabilité de f.

Df =R\ {1}|

‘ [ estune fonction rationnelle, elle est donc dérivable sur son ensemble de définition : R\ {1}

2. Déterminez trois nombres réels a, b et c tels que pour tout x € Dy on ait :

c
= b+——.
fx)=ax+ +x—1

Premere méthode Pour tout x € D¢, ona:

2

f(x)—x _1+ ! =x+1+ !
Cox—-1 x-1 x-1
c _(ax+b)(x—1)+c_ax2+(b—a)x+c—b

Deuxiéme méthode Ona:ax+b+

x—1

X X
La question est donc équivalente a déterminer les réels a, b, c tels que pour tout x € Dy :

ax*+b-a)x+c—b= x>

Par identification, on en déduit que (a, b, ¢) est solution du systéme :

a =1
—-a+b =0 (03]
-b+c=0
Ce systeme n'a qu’'une solution : (1;1;1).
Troisieme méthode
x? x-1
X x+1
1
Donc, pour tout x € Dy, ona:
x-Dxx+D+1 x-Dx+1 1 1
fx)= = + =x+1+——.
-1 x-1 x-1 x-1
On peut donc prendre :
la=b=c=1]
3. FEtudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
En déduire que Cff présente une asymptote verticale dont on précisera une équation.
Limite en —oco
xligloo(x +1)=-00
1 donc par somme : lim f(x)=-o0|
lim —— =0 x—-00
x—=oco x—1
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Limite en +oco
lim (x+1) =+oc0
X—+00

1 donc par somme : lim f(x)=+o0|
im ——=0 X—too
x—+oo x — 1
Limiteen 1

lin} x+1) =2

A lim f(x) = —oc0
lim = =-co | <
x—1X— onc par somme : 4

x<1 p lm}f(x) = 400
lim —— = +oo 1
x—1x—1

x>1

Nous en déduisons que :

Cgf présente en 1 une asympotote verticale d’équation : x = 1.

4. Déterminer la dérivée de f et étudier son signe.

D’apres 2. pour tout x € Dy :

1 (x-D*-1 x(x-2)
x-1)2 (x-1)2 (x-1)2]

fl=1-

Un carré est toujours positif, on en déduit que f’(x) est du signe de x(x—2), d’ot1l'on tire le tableau de signes
ci-dessous :

X 0 1 2
Ol + 0 -] - ¢+

5. Dresser le tableau complet des variations de f sur Dy.

Ona: f(0)=0et f(2) =4; on en déduit le tableau de variations ci-dessous.

1 2 +00

00 0
0 +00 +00
wl NN

X —_

6. Montrer que Cff présente une asymptote oblique, A, dont on précisera une équation.
Etudier Ia position de %f par rapport a son asymptote oblique.
1
OnsaitquepourtoutxeDf:f(x):x+1+—1;or: lim —— =0 et lim —— =0.
x —

X—'—Oox—l_ x—+oo x —1
Donc:

Ladroite, A, d’équation : y = x + 1; est asymptote a Cgf en —oo et en +oo.

1
La position de Cff par rapport a A est déterminée par le signe de 1 (qui est du signe de x — 1) ; donc:
X —

Sur] —oo;1 [,Cgf est au-dessous de A et sur]1; +oo[,65f est au-dessus de A.

7. Démontrer que le point d’intersection des asymptotes est centre de symétrie de Cff.

Les asymptotes ont pour équations: x =1 et y = x + 1; elles se coupent donc au point Q(1;2).
Lensemble de définition, R \ {1}, est symétrique par rapport a 1 donc Cgf est symétrique par rapport a Q si,
et seulement si pour tout x € Dy : 4 — f(2 - x) = f(x). Or, pour tout x € Dy :

1 1 1
4—f(2—X):4— (Z—X)+1+m):4—(3—x—m):x+1+m:f(x«').

Le point Q(1;2) est donc centre de symétrie de Cff.
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8. Déterminer I'équation réduite de la tangente a Cﬁf au point d’abscisse 3.

Latangente, T3, a Cff au point d’abscisse 3 a pour équation :
y=f'3x-3)+f3).

9 , 3 . .
Or: f(3) = 3 et f'(3)= 7 cette tangente a donc pour équation :

32
Y=2*"41
9. Tracer(ff.
8
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F1G. 1 —La courbe (gf.
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