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I Nouvelle Calédonie mars 2007

Pour coder un message, on procéde de la maniére suivante : a chacune des 26 lettres de I'alphabet, on commence
par associer un entier n de I'ensemble
Q=1{0;1;2;...;24; 25} selon le tableau ci-dessous :

A|B|C|D|E|F|G|H|I J K|L|M
0 1 2 3 4 6 7 8 9 |10 | 11 | 12
N|O|P|Q]|R TIU|V|W|X|Y]|Z
13 (14 (15|16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |25

a et b étant deux entiers naturels donnés, on associe a tout entier n de Q le reste de la division euclidienne de (an+b)
par 26; ce reste est alors associé a la lettre correspondante.
Exemple : pour coder la lettre P avec a = 2 et b = 3, on procéde de la maniére suivante :

Ftape 1 On lui associe I'entier n = 15.

Ftape 2 Le reste de la division de 2 x 15+ 3 =33 par 26 est 7.
Ftape 3 On associe7 a H. Donc P est codé par Ia lettre H.

1. Que dire alors du codage obtenu lorsque I'on prend a=0?

Si on prend a = 0, alors toute s les lettres seront codées par la lettre dont le numéro est leassociée au reste modulo 26
de b.



I NOUVELLE CALEDONIE MARS 2007

Aucun décodage ne sera donc possible.

2. Montrer que les lettres A et C sont codées par la méme lettre lorsque I'on choisit a = 13.

A et C sont respectivement associées a b et a 26 + b; ces deux nombres ayant le méme reste modulo 26, nous en
déduisons que :

A et C sont codées par la méme lettre lorsque I'on choisit a = 13.

3. Dans toute la suite de I'exercice, on prenda=5 et b =2.

a. On considere deux lettres de I'alphabet associées respectivement aux entiers n et p. Montrer, que si5n+2 et
5p +2 ont le méme reste dans la division par 26 alors n— p est un multiple de 26. En déduire que n = p.

Ona:
5n+2=5p+2(mod26) B 5n =5p (mod 26)
EE n = p (mod26) (car 5 est premier avec 26)
= n—p =0(mod26)
‘ si5n+2et5p + 2 ontle méme reste dans la division par 26 alors n — p est un multiple de 26.
0Osn<25
Ona.{ —25<-p<0 ;donc: -25<n—p<25.

Or le seul multiple de 26 entre —25 et 25 est 0, donc: n—p =0; d’out:

b. Coder le mot AMI.

Ona:
lettre A| M| I
n 0|12 8
5n+2 2 |62 |42
reste modulo 26 de5n+2 | 2 | 10 | 16
code C| K |Q

4. On se propose de décoder la lettre E.
a. Montrer que décoder la lettre E revient a déterminer I'élément n de Q tel que 5n—26y = 2, ol y est un entier.

Soit n I'entier associé a la lettre dont le code est E et y le quotient de la division de 57 + 2 par 26. Lentier associé a E

est4,donc:5n+2 =26y =4;d ol nous tirons :
5n-26y=2|

Réciproquement, d’apres 3.a., il ne pas y avoir deux lettres distinctes de 'alphabet dont I'entier associé est une valeur
solution de I'inconnue 7; donc :

décoder la lettre E revient a déterminer I'élément n de Q tel que 51— 26y = 2, ol1 y est un entier.

b. On considére I'équation 5x — 26y = 2, avec x et y entiers relatifs.

i. Donner une solution particuliére de I'équation 5x — 26y = 2.

(—10;—-2) est une solution particuliere de 'équation 5x — 26y = 2.

ii. Résoudre alors I'équation 5x — 26y = 2.
Raisonnons par condition nécessaire. Soit (x; y) un solution de I'’équation. On a :
5x—26y =2=5x(-10)-26 x (=2)

donc:
5(x+10) = 26(y +2)

26 divise 5(x+10) et est premier avec 5 donc, d’apres le théoreme de Gauss, 26 divise (x+10) ; on en déduit qu’il
existe un entier k tel que : x + 10 = 26k.

D’ou1: 26(y +2) =5(x+10) =5 x 26k ; c'est-a-dire: y =5k —2.

Nous en déduisons que toutes les solutions de I'équation sont de la forme :

(26k—10;5k-2) (ke Z).
Réciproquement, soit k € Z, posons: (x;y) = (26k—10;5k—2). Ona:

5x—26y =5(26k—10) —26(5k—2) =5x26k+50—-26 x5k +52 =2.

|8 = {26k -10;5k-2)[ ke Z} |

LYCEE PONTUS DE TYARD 2140 Terminales VIII et IX



II PONDICHERY AVRIL 2007

iii. En déduire qu'il existe un unique couple (x ; y) solution de I'équation précédente, avec 0 < x < 25.
Soit (x; y) une solution de I'équation précédentetelle que : 0 < x < 25.
Ona:0<26k—-10<25<=10<26k<35.

Le seul multiple 26 compris entre 10 et 35 est 26, donc: 0<26k—-10<25 <= k=1 < (x;y) = (16;3).

il n’existe qu'un couple (x ; y) solution de ’équation précédente, avec 0 < x < 25: (16;3).

c. Décoder alors la lettre E.

D’apres I'étude précédente, la lettre dont le code est E est la lettre associée a 16, c’est-a-dire : Q.

II Pondichéry avril 2007

1. Dans cette question, il est demandé au candidat d’exposer des connaissances
On suppose connus les résultats suivants :

- La composée de deux similitudes planes est une similitude plane;

- la transformation réciproque d’une similitude plane est une similitude plane;

- une similitude plane qui laisse invariants trois points non alignés du plan est I'identité du plan.
Soient A, B et C trois points non alignés du plan et s et s’ deux similitudes du plan telles que s(A) = s'(A), s(B) = s’ (B)
et s(C) = s'(C). Montrerque s=s'.

57! est une similitude plane donc slos (composée de deux similitudes) est une similtude plane.
Posons: A’ = s(A) = s'(A), B’ = s(B) = s'(B) et C' = s(C) = s'(C).
Ona:slos'(A)=s71(A')=A s7tos’B) =571 (B') =Bets los'(C) =s1(C') =C.

s7los est une similtude plane qui laisse invariants trois points non alignés (A, B et C) donc: slos =1d.

N — ! N .
Doit:sos Los =sold; c’est-a-dire :
/
.

2. Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (O; i, V). La figure sera complétée au fur et a mesure. On
donne les points A d’affixe 2, E d’affixe 1 + i, F d’affixe2+i et Gd'affixe3+1i.

E F G
*
GI
7 o1
® !
(0] 7 A A
-1 0 2 3 4
Fi1G. 1-

a. Calculer les longueurs des cotés des triangles OAG et OEE En déduire que ces triangles sont semblables.

Les vecteurs OA , OG et AG ont respectivement pour affixes:2;3+i et1+1i ;donc:

‘OA:Z 0G= V32+12= V10 AG=V12+12= \/E‘

Les vecteurs OE , OF et EF ont respectivement pour affixes: 1+1i;2+1i et 1; donc:

‘013: VI2+12=v2  OF=V22+12= 5 EF:I‘.

LYCEE PONTUS DE TYARD
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III  PONDICHERY AVRIL 2006

On en déduit que :

M_2Z_y; XI5 A4

— = = 2 _— = — — =
OE 2 OF 5 EF
Donc:
OA  0OG _AG
OE  OF EF’

Nous en déduisons que :

les triangles OAG et OEF sont semblables.

b. Montrer que OEF est I'image de OAG par une similitude indirecte S, en déterminant I'écriture complexe de S.

Soit S la similitude indirecte qui laisse O invariant et qui transforme A en E et z’ = az + b son écriture complexe avec

acC*etbeC.
0=al0+b b=0
Ona:S(O):OetS(A)=E;donc:{ l4i=ad+b ;dolt: a=1+1
2
. , 1+i ——  34+1+3i-i .
Pourz=3+i,onadonc:z = B+i)=—— =2+1.

2
Nous en déduisons que :

1+17 _
la similitude S d’écriture complexe : Zz = > z; transforme OAG en OEE

1
c. Soit h 'homothétie de centre O et de rapport 75 On pose : A' = h(A) et G' = h(G), et on appelle I le milieu de

[EA']. On note o la symétrie orthogonale d’axe (OI). Montrer que S = oo h.

1
. 2o / 2 . . !/ !/
Premiere méthode # a pour écriture complexe : z = —z; nous en déduisons les affixes respectives de A" et G :

V2
V2et(3+1) R Désignons par J le milieu du segment [FG']. les points I et ] ont respectivement pour affixes :

1+ V2+i t3\/§+4+i(\/§+2)
e
2 4

.Ona

V2+2 1+ V2+i  3vV2+4+i(V2+2)
X = .
2 2 4

OA oG
Donc J est un point de (OI). On a: OA’ = N V2 =OE et 0G' = N V5 = OF; donc les triangle OEA’ et

OFG' sont isoceles en O. Or I est le milieu du segment [EA’| et ] est le milieu de [FG'|, donc : o échange d'une
partEet A, et d’autre part F et G'. Nous en déduisons que :

0oh(0)=0(h(0)=0(0)=0; ooh(A)=0(h(A)=0c(A)=E  ooh(G =0(h(G)=0(G))=E

Les similitudes S et o o h coincident en trois points non alignés (O, A et G), donc:
5=aon]

OA
Deuxiéme méthode Ona:OA’ = E = V2 =0E; doncle triangle OEA’ est isocele en O. Or I est le milieu du segment
[EA'], donc: o échange Eet A'.
La transformation S " Yogoh estla composée de deux similitudes indirectes et d'une similitude directe, S “Logoh

est donc une similitude directe.

Deplus: S~ oooh(0) =S (o(h(0)) =S~ (0(0) =S~ ©) =0

etSloooh(A) =S (0(h(A)) =S L o@) =S (EB) =A.

S~ log o h est une similitude directe qui a deux points fixes distincts (O et A), donc:

Slogoh=1d.

En composant a gauche membre a membre par S, nous en déduisons que :

[s=oot]

III Pondichéry avril 2006

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O; ii, V). On prendra 5 cm pour unité graphique. Soit f la trans-
formation qui, & tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z' définie par :

/
zZ =

1 1,)
—+—i|z+1.
2 2

LYCEE PONTUS DE TYARD 4/40 Terminales VIII et IX



III  PONDICHERY AVRIL 2006

1. Justifier que f est une similitude directe dont on précisera le centre Q (d’affixe w), le rapport k et I'angle 6.

f a une écriture complexe de forme : z’ = az+ b avec a € C* et b € C; donc f est une similitude directe. De plus :

f@Q=Q;donc:w=

1 1‘)
—+-i|w+1;
2 2

d’ou:wzl_l‘=l+i.
22t
1 1, vV2(v2 V2| V2 ;=
Deplus: -+ -i=—|—+—i|=—¢€"4;donc:
2 2 2 2 2 2

2 b ¢
[ estlasimilitude directe de centre (1 + i ), de rapport \/T— etl'angle 1

2. OnnoteAy le point O et, pour tout entier naturel n, on pose : A,+1 = f(An).
a. Déterminer les affixes des points A1, Ay et A3 puis placer les points Ay, A1, A et Az.

Introduisons la suite (ay) ;N des affixes des points A;,. Ona:

1 1
ap=0 et pourtoutne N, ap41 = §+§i an+1.
Nous en déduisons les affixes des points demandés :
point | Ag | Ay Ao A3z
3 1 3
affixe | 0 1 | -4-i | =418
2 2 2
Nous en déduisons la figure 2 :
Q
Asg
v
Az
Ay
D Ay
u
F1G. 2 -

b. Pour tout entier naturel n, on pose : u, = QAy,. Justifier que la suite (1) est une suite géométrique puis établir

1 n
que, pour tout entier naturel n : Up = \/E(—) .

2 2 1
[ estune similtude de rapport %— ; elle multiplie donc les distance par %—, c’est-a-dire par E Deplus: f(Q) =Q

1
etpourtout ne€ N, f(A,+1) =Ap;doncpourtoutneN: QA4 = ﬁﬂAn. C’est-a-dire :

1
Up+1 = Eun'

LYCEE PONTUS DE TYARD 5/40 Terminales VIII et IX



IV LA REUNION JUIN 2006
1
(uy) est donc la suite géométrique de raison E et de premier terme : uy = OQ = |l +1 | = V/2. Nous en déduisons

que pour toutne N :

i

c. A partir de quel rang ng tous les points A,, appartiennent-ils au disque de centre Q et de rayon 0,1 ?

Désignons par D le disque fermé de centre Q et de rayon 0, 1, pour out entier nona:

ApeD QA, <0,1

up<0,1
n

1
V2 (—) <0,1
2
1" +x
In ( V2 ( —) ) <In0,1 car In est strictement croissante sur IR

—In2-n-In2<-In10 car—§1n2<0

In10
nz1+42——
In2

b o

In10
Or:1+2—— =7,64---;donc:
In2

Tous les points A;, appartiennent au disque de centre Q et de rayon 0, 1 a partir de
lindice 8 (inclus).

3. a. Quelle est la nature du triangle QAgA; ?
En déduire, pour tout entier naturel n, la nature du triangle QA A4 1.

.2

i
Ona: =0-11+i-1=—=i=¢e
ap —ay 1

w-—ay [ I
*2 ;donc:

‘ le triangle QAgA; est un triangle direct, rectangle et isocéle en A;. ‘

[ estune similitude directe, elle transforme donc un triangle en un triangle directement semblable. On en déduit par
récurrence que pour tout entier naturel 7 :

‘ le triangle QA A, 4 estun triangle direct, rectangle etisoceleen A, . ‘

b. Pour tout entier naturel n, on note ¢, la longueur de la ligne brisée AgA1Ay ...Ap—1Ap.
On aainsi: €, =AgA1 +A1Ag +---+Au_1Ap.
Exprimer ¢;, en fonction de n. Quelle est la limite de la suite (£;) ?

In troduisons la suite (v;) ,ey définie par: v, = ApAp4.
1
On démontrer de méme qu’en 2.b. que (u) est la suite géométrique de raison 7 et de premier terme : vy = AgA] =
2

1. Nous en déduisons que pour tout n € IN :

Donc pour tout 7€ IN* :

1-(35)"
vo— v
En=v0+---+vn_1=10 1"=\/§ \/E\/il .
V2

Ona:

1 n
<1;donc: lim (—) =0; d’oty, par soustraction, quotient et produit :
n—+oo\ /2

2
lim ¢, V2, V2=3,414--- |

n—too " VvV2-1

IV La Réunion juin 2006

On completera la figure donnée en annexe 1 au fur et a mesure des questions, et on la rendra avec la copie.
_— — T
ABCD est un carré tel que [AB , AD ) =+ 7 Soit I le centre du carré ABCD. Soit ] le milieu du segment [CD].
On désigne par s la similitude directe qui transformeAenIetBen].

Le but de I'exercice est d’étudier certaines propriétés de la similitude s. Dans la partie A on utilisera des raisonnements
géométriques; dans la partie B on utilisera les nombres complexes.

LYCEE PONTUS DE TYARD 6/40 Terminales VIII et IX



IV LA REUNION JUIN 2006
Partie A

1. Déterminer le rapport et I'angle de la similitude s.

I
Avec s(A) =1 et s(B) =], le rapport de la similitude est é =

N1 E | =

De méme I'angle de la similitude esta 2n pres [ﬁ , ﬁ) =+

1 b
s est la similitude directe de rapport 2 etd’angle 2

2. On désigne par Q le centre de cette similitude. '} est le cercle de diamétre [Al], T, est le cercle de diameétre [B]].
Démontrer que Q) est I'un des points d’'intersection de T’y etT'». Placer Q sur la figure.

n
s est une similitude directe d’angle — qui transforme A en I et B en ], donc les triangles QAI et QAI sont rectangles en

Q et orientés dans le sens directs, on en déduit que :

Q est le point d’intersection des cercles I'y et I'; tel que le triangle QAI est orienté dans le sens direct.

3. Donner I'image par s de la droite (BC). En déduire le point image par s du point C, puis le point K image par s du
pointl.

Limage de la droite (BC) est la droite contenantJ (image par s de B) et perpendiculaire a (BC) (angle de la similitude).

| s transforme (BC) en (CD). |

1 1
Donc C' image de C par s appartient 4 la droite (CD) et comme s(B) =] et s(C) = C',JC' = EBC = ECD'

DonconaC’ =CouC' =D. Comme C n’est pas le point invariant de la similitude soit 2, donc: C' = D.

| s transforme C en D. |

I estle milieu de [AC] et a pour image K, de plus les similitudes conservent le milieu, donc:

‘ K est le milieu du segment image [ID]. ‘

4. Onpose h=sos (composée de s avec elle méme).

a. Donner la nature de la transformation h (préciser ses éléments caractéristiques).
1 ¢
s = hoh composée de deux similitudes de méme centre, 2, de rapport > et d’angle > est la similitude de méme centre

1
Q, de rapport 1 et d’angle m c’est-a-dire :

1
h est 'homothétie de centre Q et de rapport — e

b. Trouver I'image du point A par h. En déduire que les points A, Q et K sont alignés.

Ona:s(A) = h(h(A) = h(D) =K.

| h transforme A en K. |

Dans une homothétie un point, son image et le centre sont alignés, donc :

‘ A, K et Q sont alignés. ‘

Partie B

Le plan complexe est rapporté a un repere (A; il, U) orthonormal direct, choisi de maniére a ce que les points A, B, C et
D aient comme affixe respectives :0;2;2+2i et2i.

1
1. Démontrer que I'écriture complexe de la similitudes est z' = Eiz +1+1.

s aune écriture complexe de la forme: z’ = az+b.
De plus s transforme A(0) en I(1+1) et B(2) enJ(1+2i), donc:

Zp—z1 i

- ZB — ZA T2

1
On a: s(A) =1; donc b est solution de I'équation : 1 + i =£i x0+b;dolt:b=1+1.

s a pour écriture complexe :

! 1. .
zZ =—iz+1+i |
2

2. Calculer I'affixe du point Q.

LYCEE PONTUS DE TYARD 7140 Terminales VIII et IX



V' FRANCE JUIN 2006

ANNEXE I - A compléter et a rendre avec la copie
D J C
I
Q
I
I
A B

F1G. 3 - Annexe de I'exercice IV

1
Q est 'unique point fixe de s, son affixe est donc solution de I'équation : z = Ei z+1+1.
L+i _2+42i _(2+20)@+i) _2 6,

On en déduit que : w = = - = i.
1—%1‘ 2—1i 5 5 5

W==+=1i|
5 5

3. Calculer I'affixe du point E tel que s(E) = A. Placer le point E sur la figure.

_ _ . 1, s . .
Ona:E=s 1(A) ; de plus, s 1 a pour écriture complexe : z = 512’+1+1 s cest-a-dire: z/ = -2iz—2+2i ;donc:

‘ E a pour affixe -2 +2i.

V France juin 2006

Partie A - Questions de cours

1. Enoncer le théoréme de Bézout et le théoréme de Gauss.

Théoréme de Bézout Deux entiers a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers u et v
telsque: au+bv =1.

Théoréme de Gauss Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs. Si a divise le produit bc et si a est premier avec b, alors a
divise c.

2. Démontrer le théoréme de Gauss en utilisant le théoréme de Bézout.

Soit a, b et c trois entiers tels que a divise bc et a est premier avec b.

a divise bc, il existe donc un entier k tel que : bc = ka.

a et b sont premiers entre eux, d’apres le théoreme de Bézout, il existe donc deux entiers u et v tels que : au+ bv = 1.
En multipliant membre 2 membre cette derniere égalité par c, il vient :

c=auc+bcv =auc+kav =a(uc+ kv).
——r
eZ

donc:

a divise ¢

LYCEE PONTUS DE TYARD 8/40 Terminales VIII et IX



V' FRANCE JUIN 2006
Partie B

Il s’agit de résoudre dans Z. le systéme

{ n=13 (mod19) )

n=6 (mod12)

1. Démontrer qu'il existe un couple (u ; v) d’entiers relatifs tel que :
19u+12v =1.

(On ne demande pas dans cette question de donner un exemple d’un tel couple).
Vérifier que, pour un tel couple, le nombre N =13 x 12v + 6 x 19u est une solution de (S).

19 est un nombre premier et 12 n'est pas multiple de 19, donc 12 et 19 sont premiers entre eux. D’apres le théoreme
de Bézout, il existe donc un couple (u; v) d’entiers relatifs tel que :

19u+12v=1|

Ona:N-13=13x12v+6x19u—-13 =13(12v—-1)+ 19 x6u = 13(=19u) + 19 x 6u = 19(—7u) ; donc:
eZ

N (o 19

Ona:N-6=13x12v+6x19u—-6 =13 x12v+6(19u—1) =12x13v+6 x (-12v) =12 x (-7v) ; donc:

eZ
N=6(mod12) |
2. a. Soit ng une solution de (S). Vérifier que le systéme (S) équivaut a
n=ng (mod 19)
n=ngy (mod 12)
np=13 (mod19) .
Ona: ; donc par transitivité :
ng=6 (mod 12)
n=13 (mod 19) n=ny (mod 19)
— .
n=6 (mod12) n=ny (mod12)

n=ny (mod19) .
b. Démontrer que le systéme équivauta n=ngy (12 x19).
n=ngy (mod 12)

Ona:
{nE ng (mod19) {n—no =0 (modl9) {l9|(n—no)
— — PPCM (12;19) [(n— ng).

n=ny (modl12) n-nyg=0 (modl12) 12|(n— ng)

12 et 19 sont premiers entre eux, donc : PPCM (12;19) =12 x 19. D’oit :

12x19)|(n—n — n=nyg (12x19)|
n=ng (modi2) ( [( 0) 0 )

{ n=ng (modl19)

3. a. Trouver un couple (u ; v) solution de I'équation 19u+ 12v =1 et calculer la valeur de N correspondante.

Utilisons I'algoithme d’Euclide :

19=12+7 1=5-2x2

12=7+5 =5-2(7-5) =-2x7+3x5
7=5+2 =-2x7+3(12-7) =3x12-5x7
5=2x2+1 =3x12-5(19-12) =-5x19+8x12

Donc:

‘ (—5; 8) est une solution de 'équation : 19u + 12v = 1. ‘

La valeur de N correspondante est :

IN=13x120+6x19u=13x12x8-6x19x5 =678 |

b. Déterminer I'ensemble des solutions de (S) (on pourra utiliser la question B.2.b.).
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VI CENTRES ETRANGERS 1 JUIN 2006
D’apres B.1., B.2.b. et B.3.a. :

S) — (n—678)|(12 x 19) — n=678 (mod228) — n=222 (mod228)

Nous en déduisons I'ensemble des solutions de (S) :

|8 = {222+ 228k | ke Z} |

4. Un entier naturel n est tel que lorsqu’on le divise par 12, le reste est 6 et lorsqu’on le divise par 19, le reste est 13.
On divise n par 228 = 12 x 19. Quel est le reste, r, de cette division ?

{ns 13 (mod19)
Ona:

; donc d’aprés B.3.b.: n =222 (mod228);or:0< 222 <228;donc:
n=6 (mod12)

=)

VI Centres étrangers 1 juin 2006

Le but de I'exercice est d’étudier certaines propriétés de divisibilité de 'entier 4" —1, lorsque n est un entier naturel.
On rappelle la propriété connue sous le nom de petit théoréme de Fermat :
« 8i p est un nombre entier et a un entier naturel premier avec p, alors aPl-1=0 (modp) ».

Partie A - Quelques exemples

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4" est congru a 1 modulo 3.

On a:4=1(mod3); donc, pour tout entier naturel 7 : 4" = 1” (mod3) ; d’ot il vient :

T ot |

428

2. Prouver a I'aide du petit théoréme de Fermat, que 4°° — 1 est divisible par 29.

4 est premier avec 29 (29 est premier). Donc d’apres le petit théoréme de Fermat 42971 _1 = 0(mod2)9 ou encore
428 _1 est divisible par 29.

3. Pourl < n<4,déterminer le reste de la division de 4" par 17. En déduire que, pour tout entier k, le nombre 44k _y
est divisible par 17.

Ona:42=16=17-1 ; donc: 42=-1 (mod17); on en déduit en élevant au carré membre 4 membre :
4% =1(mod17)

k
Soit k un entier naturel, en élevant membre a membre a la puissance k, il vient : (44) =1k (mod17); c’est-a-dire :

RS | (mod17) ; ou encore : 44 _1=0 (mod 17).
Pour tout entier naturel k :

4%k _ 1 est divisible par 17. ‘

4. Pour quels entiers naturels n le nombre 4" — 1 est-il divisible par 5 ?

Soit 7 un entier naturel. Ona: 4% = -1 (mod5) ; donc: 44 = (-1D" (mod5);
Cest-a-dire : 4" — (=1)" = 0 (mod5). On en déduit que :

— sin est pair alors 447 _ 1 est multiple de 5;

— si n estimpair alors 447 11 est multiple de 5, et donc 4% _1 nelest pas.
Pour tout entier naturel, 7 :

4" — 1 est divisible par 5 si et seulement si n est pair.

5. ATlaide des questions précédentes déterminer quatre diviseurs premiers de 4281,

Diviseurs premiers de 48 _1:1a question 2. a déja donné le nombre 29; la question 3. a donné le diviseur premier
17; la question 4. a donné le diviseur 5.
On a donc quatre diviseurs premiers de 428 1.

3;5;17;29 |

Lécriture primaire de 428 _1 est en fait :

4?8 _1=3x5x17x29x43 x 113 x 127 x 5790321.
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Partie B — Divisibilité par un nombre premier
Soit p un nombre premier différent de 2.
1. Démontrer qu’il existe un entier n = 1 tel que 4" = 1(mod p).

4=2%;4 p est premier différent de 2, il est premier avec 4, donc d’apres le petit théoréme de Fermat 4Pl =
0(mod p) ou4P~! = 1(mod p). Le premier premier différent de 2 est 3, donc n=p—1=> 1.

2. Soit n =1 un entier naturel tel que 4" = 1(mod p). On note b le plus petit entier strictement positif tel que 4b =
1(mod p) et r le reste de la division euclidienne de n par b.

a. Démontrer que4” = 1(mod p). En déduire que r = 0.

On adonc: 4" =1(modp), 4b = 1(mod p) et n = bq +r avec r < b. On déduit de la seconde congruence que 4ba =

1(mod p) et par quotient avec 4”7*" = 1(mod p) que 4" = 1(mod p). Or b étant le plus petit naturel vérifiant 4° =
1(mod p), il en résulte que 4" = 1 ou encore r = 0.
b. Prouver I'équivalence : 4" — 1 est divisible par p si et seulement si n est multiple de b.

Onvient démontrer dans la question précédente que si4” = 1(mod p), alors n est multiple de b, b étantle plus naturel
positif tel que 47 = 1 (mod p).

- b . bk _ & o o
Inversement si n = kb, de 4” = 1(mod p), on déduit que (4 ) = 1" (mod p) soit 4" = 1(mod p). Léquivalence est
donc démontrée.
c. En déduire que b divise p — 1.

D’apres la question B.1. 4P 1= (mod p) et soit b le plus petit entier tel que 4b =1 (mod p). D’apres la question 2.b.
il en résulte que p — 1 est multiple de b ou encore b (non nul) divise p — 1.

VII Asie juin 2006

FEtant donné un entier naturel n = 2, on se propose d’étudier I'existence de trois entiers naturels x, y et z tels que
x* +y? + 22 =2" —1(mod2").
Partie A — Ftude de deux cas particuliers

1. Dans cette question on suppose n = 2. Montrer que 1, 3 et 5 satisfont a la condition précédente.

Ona:12+3%+52=35=8x4+3, dolt: 1% + 32 + 52 = 3 (mod4).

Le triplet (1; 3; 5) est donc solution.

2. Dans cette question, on suppose n = 3.

a. Soit m un entier naturel. Reproduire et compléter le tableau ci-dessous donnant le reste r de la division eucli-
dienne de m par 8 et le reste R de la division euclidienne de m? par8.

r 0 1 2 3 4 5 6 7
R 0 1 4 1 0 1 4 1

Par exemple pour,r =3 ,0na:
m=3(mod8) =— m? = 9(mod8) =— m?=1 (mod8)
Donc, sir =3, alors :R=1.
b. Peut-on trouver trois entiers naturels x, y et z tels que
P +y2 +72= 7 (mod8) ?

Les seuls restes possibles sont donc 0, 1 et 4. Avec trois carrés la somme des restes ne peut étre que 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
mais pas 7.

Il n’existe pas d’entiers x, y, z tels que 2+ y2 +2z% =7(mod8).

Partie B — Etude du cas général o1 nn > 3
Supposons qu'il existe trois entiers naturels x, y et z tels que:
x?+y? + 22 =2" —1(mod2").
1. Justifier le fait que les trois entiers naturels x, y et z sont tous impairs ou que deux d’entre eux sont pairs.

S’il existe trois entiers naturels x, y et z tels que

x? +y? + 2% =2" —1(mod2") alors x* + y* + 22 = 2" g +2" —1=2"(q + 1) - 1, donc cette somme est impaire. Donc::
— aucun des trois n’est pair;

il ne peut y avoir un pair et deux impairs car la somme des carrés serait paire;

il peut y avoir deux pairs;

— ilne peuty avoir trois pairs, car la somme des carrés serait paire.
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VIII AMERIQUE DU NORD JUIN 2006
2. On suppose que x et y sont pairs et que z est impair. On pose alors x =2q, y =2r, z=2s+1 ol1 g, r, s sont des
entiers naturels.
a. Montrer que 2+ y2 +22=1 (mod4).

Doncx2+y2+z2=4q2+4r2+452+4s+1=4x[q2+r2+sz+s)+l.

Conclusion x2 + y2 +72=1 (mod4) b. En déduire une contradiction.

Or on a supposé que x> + y% + z2 = 2" —1(mod2") soit x? + y* + 22 =2" x g +2" —1 = 4a -1 (car n est au moins égal
a3).

Ceci est impossible : un multiple de 4 plus 1 ne peut étre égal a un multiple de 4 moins 1.

En effet s'il existe a et p tels que :

8u—1=8p+1 alors 8a—8p =2 < 4a-4f = 1. La différence de deux multiples de 4 ne peut étre égale a 1. Conclusion;
il n’existe pas de triplet solution avec un seul impair. 3. On suppose que x, y, z sont impairs.

a. Prouver que, pour tout entier naturel k non nul, k? + k est divisible par?2.

Pour tout naturel k non nul, K+ k=lkx (k+1),est le produit de deux naturels consécutifs, I'un d’eux est pair, donc :

k2 + k est divisible par 2. ‘

b. En déduire que xz+y2+z2 =3(mod8).
Posons:x=2g+1, y=2r+letz=2s+1;0na:

ety 22 =4q? +4q+1+4r% +4r +1+45% +4s+1 =4[(q2+q)+(r2+r)+(s2+s)] +3.

Or d’apres la question précédente chaque entier entre parenthése est pair, donc x> + y? + 2% = 4x 2x' +2y' +27/) +3 =
8(x'+y +2)+3; dottil vient :

X2+ y2 +z2 = 3 (mod8) ‘

c. Conclure.

Supposons qu'il existe une solution, (x, y,z). On aurait : X%+ y2 +z22=2%x 2”_3q -1.
Or puisque 7 = 3, on en déduirait que : 2+ y2 +2%=-1(mod8).
Ce qui est contradictoire avec le résultat établi en B.3.b. car: —1 # 3(mod8).

‘ Pour n = 3 le probléme proposé n’a pas de solution.

VIII Amérique du nord juin 2006

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O; i, U) (unité graphique : 4 cm).
Soit Q) le point d’affixe 2.

T 2
On appelle r la rotation de centre Q) et d’angle 1 et h ’'homothétie de centre Q) et de rapport -

1. Onposec =hor.

a. Quelle est la nature de la transformation o ? Préciser ses éléments caractéristiques.

b4 V2
o est la composée de la rotation de centre Q et d’angle 1 par 'homothétie de méme centre et de rapport > donc:

2 n
o est la similitude directe de centre Q, de rapport 7\/_ etd’angle 1

e . 1+1 .
b. Montrer que I'écriture complexe de o est : z+— 52 +1-1i.

Soit M(z) un point quelconque et M’(z') son image par 0. D’aprés 1.a.,on a:

V2

/ _ i
z —2—76 1(z-2) (VIII-1)
V2 in V2 (V2 V2 1 1 1+i
Or:—e4=—|—+i—|==-+i-=——.Donc
2 2 2 2 2 2 2
, V2 n 141 141 ) 141 )
Z=—e1(z-2)+2= (z=2)+2= z—(1+i)+2= z+1-1i.
2 2 2 2
A L. 1+1 .
o abien pour écriture complexe : z — > z+1—1.
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c. Soit M un point quelconque du plan d’affixe z. On désigne par M’ son image par ¢ et on note z' I'affixe de M’.
Montrer quez—2z' =i (2-Z2').

1+i
D’aprés 1.b.: ' = Satl-i

1
Onendéduitque:z’—iz':(1—i)z'=(1—i)(1+i)§z+(1—i)2=z—2i ; d’oir:

z-2'=i(2-2')|

2. Question de cours
Prérequis : définitions géométriques du module d'un nombre complexe et d’'un argument d’'un nombre complexe non
nul. Propriétés algébriques des modules et des arguments.
a. Démontrer que : si A est un point donné d’affixe a, alors I'image du point P d’affixe p par la rotation de centre
n
A et d’angle > est le point Q d’affixe q telle que g —a=1i(p — a).
SiQ(q) est'image de P(p) par le quart de tour direct de centre A(a) alors, d’apres la définition du quart de tour direct,
lorsque P #A:
— —_ [ —— m
"AP H = ||AQ H et (AP,AQ)= > (modz2m).
C’est-a-dire :
ol
L [AP AQ ) = = (mod2m) (VIII-2)
— 2
|71
Or les vecteurs AP et E ont respectivement pour affixes p — a et g — a donc, dapres les propriétés géométriques du

s . ey e
=1e'2 =i ;dolil vient :

modules et des arguments, (VIII-2) se traduit par :

pereary

SiPestenA, alors A, Q, P sont confondus et donc: a = p = . On en déduit que I'égalité recherchée est encore vérifiée.

b. Déduire des questions précédentes la nature du triangle QMM’', pourM distinct de Q.

D’aprés l.c.: z—2' =i (2-2'); 0or z— 2’ et 2 -z’ sont les affixes respectives de M'M et M'Q donc, d’aprés 2.a., Q est
I'image de M par le quart de tour direct de centre M’ ; on en déduit que :

‘ Le triangle QMM est isocele rectangle en M’ et orienté dans le sens indirect.

3. SoitAg le point d’affixe2+i .
On considére la suite (Aj;) de points du plan définis par :

pour tout entier naturel n, Ay+1 =0 (Ap).

a. Montrer que, pour tout entier naturel n, I'affixe a, de Ay, est donnée par :
V2 n ; (2
ap=|——1] e 4+ +2.

D’apres (VIII-1), pour tout entier naturel 7 :
2 .
Apsl -2 = 7\/—el% (an—2).

I
4

V2
On en déduit que la suite (a; —2) est une suite géometrique de raison - e' 7 etde premier terme: ag—2 = (2+i)—2=
i.
Pour tout entier naturel 2, on a donc :

\/E iz n‘ \/in jan g 2n \/in ; (n+2m
an—2=7e4 i=|—| et2 ets =|— | etT 7 .

On en déduit que pour tout entier naturel n :

n
2 : (n+2)m
an=(7\/_) el 1 42

b. Déterminer I'affixe de As.

En particulier, pourn=>5:

5 6
j In _ix 1 17 1
as=|~Z| el T +2=|22| V2e li+2=—(1-i)+2=———i|
8 8 8
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4. Déterminer le plus petit entier ny tel que I'on ait :
pour n = ny, le point A, est dans le disque de centre Q) et de rayon 0,01.

D’apres 3.a., pour tout entier naturel n, on a:

n
3
ApQ=lap—2| = (‘/7—) .

13 14
La distance entre A, et Q est donc une fonction décroissante de n, de plus: (7) =0,011--- et (7\/_) =0,007---;

donc:
ng=14|

IX Antilles Guyane juin 2006
Sur la figure donnée en ANNEXE 2, on considére les carrés OABC et OCDE tels que :
(65 50€ ) = (o€:0% ) = 2.
2

On désigne par 1 le milieu du segment [CD], par] le milieu du segment [OC] et par H le point d’intersection des
segments [AD] et [IE].

1. Justifier I'existence d’une similitude directe s transformantA enl etD enE.

Une similitude directe est déterminée par deux points distoincts et leur image. A et D sont distincts, I et E aussi; donc:

Il existe une unique similitude directe s transformant AenIetD enE.

2. Déterminer le rapport de cette similitude s.

1IE
Le rapport cherché est: —.
AD

Soit r le quart de tour direct dont le centre est celui du carré OCDE. r transforme respectivement O, C, D, E en C, D,
E, O et conserve le milieu donc: r(J) = 1.

1
Les isométries conservent les longueurs donc : IE =D = EAD'

1
s est une similitude de rapport 2

T

On admet que I'angle de la similitude s est égal a 5

3. Donner, sans justifier, 'image de B par s.

b

s est une similtude d’angle —, elle transforme donc une droite en une droite perpendiculaire.

Ona: s(A) =D;donc: s(AB) = (DB); de méme : s(DB) = (ED).

B est le point d’intersection des droites (AB) et (DB), donc son image par s est le point d’intersection des droites (DB) et (ED).

EOED)

4. Déterminer et placer I'image de C par s.

C est le milieu du segment [BD] et s conserve le milieu donc s(C) est le milieu de [s(B)s(D)], c’est-a-dire de [DE].
Désignons par K ce point.
s(C)=K|

a. Montrer que Q) appartient au cercle de diamétre [Al] et a celui de diamétre [DE].

5. SoitQ le centre de la similitude s.

I — >\ T
s est similitude de centre Q et d’angle X qui transforme A en I, donc : [QA QI ) =5 On en déduit que :

‘ Q est un point du cercle de diametre [AI] ‘

D’apres'énoncé : s(D) = E; on en déduit de méme que :

‘ Q est un point du cercle de diameétre [DE] ‘

b. Montrer que Q) ne peut étre le point H.

1
Si H était Q, en utilisant le rapport de la similitude s, on aurait : HE = —HD.

Or H est un point du segment [D]] qui est lui-méme inclus dans le demi-pln fermé de frontiére la médiatrice de [DE]
et contenant D, donc H est un point de ce demi-plan d’ou1 : HD < HE.

1
La proposition: « HE = EHD » est donc fausse.

Q n’est pas le point H.
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ANNEXE II - A compléter et a rendre avec la copie
D I C B
M
Ke
E 0 A

FIG. 4 — Annexe de I'exercice IX

c. Construire ().

Lintersection de deux deux cercles est constituée au maximum de deux points distincts. H et Q sont deux points
distincts de l'intersection des cercles de diameétres [A]] et [DE].

Pour construire Q, il suffit donc de tracer ces deux cercles et Q est le point d’intersection qui n’est pas H (voir annexe
2).

6. On considere le repére orthonormal direct [O; OA ,(f) )
a. Déterminer I'écriture complexe de la similitude s.

I
2

) i )
el2 = 3 ; donc s a une écriture complexe de la

N[ —

1 b
s est une similitude directe de rapport 3 et d’'angle > de plus :
i
forme: z' = 22+ b.

1 1 i 1 i
De plus s transforme A(1) en I(_E +1), donchvériﬁe:—i +1i= > x1+b;dou:b= -3 + >
sapour

i1 i
Z=—z——+—-|
27 2 2

b. En déduire I'affixe du centre Q) de s.

Q est le point fixe de s, son affixe est donc solution de 'équation :

zZ=_-z2——-+— (IX-3)

2 2 2
. . (-1+1)2+1) 3 1,
(IX-3) — 2-i)z=-1+1 — Z=—— — zZ=——+—1.
2-1)2+1) 5 5

3 1
ﬂapourafﬁxe:—g+gi.

X Polynésie juin 2006

Pour chacune des cing propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une démonstration de
la réponse choisie. Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point.

1. Proposition 1 : « pour tout entier naturel n, 3 divise le nombre 221 _ 15,

Vrai. n
SoitneIN.Ona:4-1=3;donc:4=1(mod3);dour:4" =1" (mod3);or:4" = (22) =22" . donc: 22" —1 = 0(mod3).
2. Proposition 2 : « Si un entier relatif x est solution de I’équation ¥+x=0 (mod6) alorsx=0 (mod3) ».

Faux.
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2

Pour x=2,0na: x“+x=0(mod6) et x =2 (mod3).

3. Proposition 3: «I'ensemble des couples d’entiers relatifs (x ; y) solutions de I'équation 12x—5y = 3 est 'ensemble
des couples (4+ 10k ; 9+ 24k) ot k€ Z ».

Faux.
(-1;-3) est solution car : 12 x (-1) — 5 x (=3) = 15— 12 = 3; pourtant il n’existe pas d’entier k tel que —1 =4+ 10k, en
effet les deux membres de cette égalité seraient de parités différentes.

4. Proposition 4 : «il existe un seul couple (a ; b) de nombres entiers naturels, tel que a < b et PPCM(a, b) —
PGCD(a, b) =1».

Vrai.

Soit (a, b) un tel couple (s'il en existe). Ona: a < b; donc: PGCD (a,b) < a< b<PPCM (a, b).

La condition PPCM (a, b) — PGCD (a, b) = 1 impose alors : PGCD (a,b) =a et b=a+1=PPCM (a, b).

On a en particulier : ala + 1; c’est-a-dire : PGCD (a,a + 1) = a; or deux entiers consécutifs sont premiers entre eux,
donc:a=1etb=2.

Vérification: 1 <2 et PPCM(1,2) —-PGCD(1,2) =2-1=1.

5. Deux entiers naturels M et N sont tels que M a pour écriture abc en base dix et N a pour écriture bca en base dix.
Proposition 5 : « Si I'entier M est divisible par 27 alors 'entier M — N est aussi divisible par 27 ».

Vrai.
Ona:M=100a+10b+c et N=100b+10c+ a ; donc:

M-N=99a-90b—9c =9(11a-10b—-c) =9(12a-9b— (a+ b +¢)).
Si M est multiple de 27 alors il est en particulier multiple de 3 et: a+ b+ c =3k (avec k€ Z); onaalors: M—N =

27(4a—-3b- k) avec (4a—3b—-k) e Z.

XI Polynésie juin 2005

On considére la suite (uy) d’entiers naturels définie par

uyp=14
Unp+1 =5uy —6 pour tout entier naturel n

1. Calculer uy, uz, us et uy.
Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers chiffres de u;, ?

uy =5u9—-6=64|

|u2=5u1—6=314 |

Ona:

| u3 =51z — 6 = 1564 |

| Uy =5u3 — 6 = 7814 |

On conjecture que :

14 sin est pair
les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de u;, sont : . p L.
64 sinestimpair

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, u,.2 = up (mod4).
En déduire que pour tout entier naturel k, uyj. = 2(mod4) et Uy, =0(mod4)).

Pour tout entier naturel » :
Un+o =5Uns1 —6="5(51y —6) —6 = 251, — 36.

On en déduit que : uy42 — uy =24u, —36 =4 (6u, —9). Donc pour tout entier naturel 7 :
———

eZ

Up+2 = Up (Mod4) |

Ona:ug=14=2+4x3 etu; =64 =4x16; doncpourtout k€N :

Up =2 (mod4) uy =0(mod4)

Up = ug (mod4) us = u; (mod4)

Uy = up (mod4) us = uz (mod4)
Upk = Upj_o (mod4) Upfs] = Upj—1 (mod4)
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D’ou, par transitivité, pour tout entier naturel k :

Uy = 2 (mod4) U1 =0(mod4)

3. a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2uy = 5142 13,

— 5n+2

Désignons, pour tout entier naturel n, par P, la proposition : « 2u;, +3».

initialisation Pourn=0,0na:
2u, =2x14 =28 57+2 4 3=25+3=28.

Donc la proposition est vraie pour n = 0.

induction Supposons la proposition vraie pour un indice n donné, démontrons la pour l'indice n + 1.

Ona:
2upu+1 = 25Uy —6) (c’est la définition de (uy))

=5x2u—-12
=5 [5”+2 + 3) -12 (hypothése de récurrence)
_gn+D+l | g

Dong, par récurrence, pour tout entier naturel n :
2u, =5"12+3|
b. En déduire que, pour tout entier naturel n, 2u; =28 (mod 100).
Soit 7 un entier naturel, on a donc:
21y —28=5"2 +3-28 =52 x 5" ~25=25(5" - 1).

Or:5=1(mod4);donc:5"%=1"(mod4);dol1:5" —1=0(mod4).

2up —28 est multiple de 25 et de 4, il est donc multiple de leur PPCM. 4 et 25 n’ont pas de diviseur premier commun,
ils sont donc premiers entre eux, d’out : PPCM (4;25) =4 x 25 = 100.

Donc, pour tout entier naturel 7 :

2uy, =28 (mod100) |

4. Déterminer les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de uy suivant les valeurs de n.

Soit n un entier naturel, il existe un entier naturel k tel que : 2u;, = 100k +28;
donc: up =50k +14 =412k +4) +2(k—1).
Donc: uy, =2(k—1) (mod4). Or:

{Z(k— 1) =2(mod4) si k est pair t{ up =2(mod4) sin est pair
e

2(k—1) =0(mod4) si k estimpair up =0(mod4) sin estimpair

On en déduit que k et n ont la méme parité.
Sinestpair k=2j (jeN)

donc: u, =50k+14 =100 + 14.
Sinestimpair k=2j+1 (jeN)

donc: u, =50k+14 =100 + 64.

14 sinest pair

64 sinestimpair

Les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de u; sont : {

5. Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la suite (i) est constant. Préciser sa valeur.

Soit n un entier naturel et § le pged de uy, et vy, 4.

On sait que: up+1 —5uy =6 €t d|uy+1 —5uy ; donc §16; on en déduit que d ne peut pas prendre d’autre valeur que :
1;2;3et6.

D’apres 2., (uy) est une suite d’entiers pairs donc d ne peut pas prendre d’autre valeur que : 2 et 6.

D’apres 3.a.: 2uy, = 5n+2 4 3, dons si uy, était multiple de 3, 2uy,, —3 (c’est-a-dire 5”+2) le serait aussi, mais ce n’est pas
le cas donc:

‘ Pour tout entier naturel n : PGCD (uy,; uy+1) = 2.

XII Amérique du sud novembre 2004

Soit Ay et By deux points du plan orienté tels que AgBgy = 8. On prendra le centimétre pour unité.
1 3n
Soit S la similitude directe de centre Ay, de rapport > et d’angle i
On définit une suite de points (By,) de la fagcon suivante :

pour tout entier naturel n, B;,+1 = S(By).
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1. Construire By, By, B3 et By.
Par définition de S, les points B1, B2, B3 et B4 sont les points tels que :
1
— etA0B1 = EAOBO =4;

—>

. [AoBo By

3n 1
AoBo,AgB> ) [AOBO ,AoB; )+ (AoBl AoBo ) = = etAgBy = 5AB1 =2;

91 _— n 1
. [AOBO AoBs | = [AOBO ,AgBy ) + (AOBZ ,AoBs3 ) = = soit [AOBO ,AoBs ) = 7 etAoBy = JAgB2 = 1;

1 1
AoBo,AgBs ) = [AOBO ,AgB3 )+ (AoBg ,AgBs ) metAoBs = SA0B32=
On en déduit la figure 5.
B
A
4
31
L.
B
By 0 8 By

A5}

F1G. 5 - EXERCICE XII

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, les triangles AgB,,B,+1 et AgB,, 1By +2 sont semblables.

Pour tout entier naturel n, les images des points Ag, By, Bj,+1 par la similitude directe S sont respectivement Ag, Bj; 11,
Bj4+2; donc:

pour tout entier naturel n, les triangles AgB,,B;, 11 et AgB,,, 1 B;+2 sont directement
semblables.

3. On définit la suite (I,;) par : pour tout entier naturel n, I, =B;B,+1.

a. Montrer que la suite (I,;) est une suite géométrique et préciser sa raison.

1
S est une similitude de rapport 2 elle divise donc les distance par 2. Pour tout entier naturel #, les images des points

1 1
B, et By 4+1 par SsontB,41 et By, donc: l,;41 =By41Bpi2 = > =B;Bu+1 = Eln'

1
(In) est une suite géométrique de raison 2

b. Exprimer [, en fonction de n et de ly.

T . 1 .
(I5) est une suite géométrique de raison 2 donc pour tout entier naturel 7 :

l"_z_nlo'
c. OnposeXZy=Ilg+11+---+1y.
Déterminer la limite de X, lorsque n tend vers +oo.
1
Onsaitque: li L _ 0 depl i 1n: %0 = lp—2"" — 255 [1- ——); donc:
nsaltque.nirllmm— ; de plus, pour tout entier naturel n: £, = oﬁ— o\1=Su ) onc:

lim X, =2I.
n—+oo

Or,par définition de [y et en utilisant le théoréme d’AL KAsHI dans le triangle AgBgB;, il vient :

3n 2
13 =BoB? = AgB? +AgBj —2 AgB1 AgBo cos —= = 16+64—2x4x8(—7\/_) =80+32V2= 16[5+2\/§)

On sait que [y est positif ([ est une distance), donc :

lim z,,_8\/5+2f .

n—+
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XIIT AMERIQUE DU NORD JUIN 2004
Soit: lim X, =22,383---
n—+oo

4. a. Résoudre I'équation3x—4y =2 ol x et y sont deux entiers relatifs.

Désignons par (E) cette équation. On remarque immédiatement que (2;1) est une solution évidente. On en déduit
que:
(E) — 3x—4y=3x2-4x1 — 3(x—-2)=4(y-1).

Raisonnons par conditions nécessaires. Soit (x; y) une solution de (E).
4 divise 3(x —2) et est premier avec 3 donc, d’apres le théoréme de GAUSS, 4 divise (x —2); il existe donc un entier
relatif k tel que : (x —2) = 4k; soit: x =4k +2.
On en déduit que:3x4k=4(y—1); dour: y=3k+1.
Les couples solutions sont donc nécessairement de la forme : (4k +2;3k+ 1) ou k est un entier.

Réciproquement, pour tout k € Z,ona:3(4k+2)—-3(4k+1) =12k+6-12k—4 =2; donc: (4k+2;3k+1) est solution
de (E).

|Se = {@k+2;3k + 1) ke 2} |

b. Soit A la droite perpendiculaire en Ay a la droite (AgBy).
Pour quelles valeurs de I'entier naturel n, By, appartient-ila A ?

N _— 3n
A chaque itération I'angle (AOBO ,AoBn ) augmente de T rad et pour n = 0 cet angle est nul, on en déduit que pour
tout entier naturel n : 3

—_ e

[AOBO ,AgBp ) = In(modZn).

De plus, pour tout entier naturel 7 :
_ —_ —_— e
BpeA <>  AgBy LAgB, < (AOBO,AOBn)=E+mn (me2).
Donc By, appartient a A si et seulement si il existe un entier m tel que :

b
—n=—+mm. (E)
4 2

4
En multipliant (E’) membre a membre par — et posant: x =net y=m; il vient:
n
(E) — 3n=2+4m — 3n—4n=2 — 3x—4y=2 — (E)

On en déduit que :

B, appartient a A si et seulement si il existe un entier k tel que :
n=4k+2.

XIII Amérique du nord juin 2004

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal (O; ii, V).
Soient les points A, A, B, B’ d’affixes respectives :

za=1-2i, zp=-2+4i, zg=3-i, zp =5i.

1. a. Placer les points A, A, B, B’ dans le plan complexe.

Montrer que ABB’A’ est un rectangle.

Les vecteurs AB et A'B’ ont pour affixes : 23y TABTRA S 2—1iet Zﬁ =zg —zp =2—1i;donc: AB =A'B/ ;onen
déduit que ABB’A’ est un parallélogramme.

De plus : AB' = |zg/ — 25| = |-1+7i| = V50 et A'B = |25 — 25| = |5-5i | = V/50; donc les diagonales du parallélo-
gramme ABB’A’ ont méme longueur :

‘ ABB’A est un rectangle. ‘

b. Soit s la réflexion telle ques(A) = A’ et s(B) =B’. On note (A) son axe.
Donner une équation de la droite (A) et la tracer dans le plan complexe.

La droite (A) a pour équation1 :

2 > 0
x-2y—-—=0|
Y73
c. On note z' I'affixe du point M’ image par s du point M d’affixe z.
Montrer que
, (3 4 \_ .
Z=|-+=-1]|z+2i—1.
5 5

1 — (1
Ipour trouver cette équation, il suffit de remarquer que (A) passe par le point I(— 3 + i), milieu de [AA] et a pour vecteur normal OA (_ 2) (voir

figure 6 page 21).
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. oe . . Py . ! -
s est une similitude indirecte, elle a donc une écriture complexe de la forme: z' = az + b;

ona:zA/=azA+betzBr=azB+b;donc:zﬁ»=zBl—zAr=a(zB—zA)=a(zB—zA)=azﬁ.

gl 2+i (2+i)?
Onendéduitque:a:A—Blz _:L
Zog  2-i 22412

1
Deplusb:zA,—aa=—2+4i—§(3+4i)(1+2i)=—2+4i+1—2i=—1+2i;

3 4,
=—+-i.
5 5

donc s a pour écriture complexe :

!/
z =

3 4.)_ .
—+=-i|z+2i-1|
5 5

Autre méthode Soit s’ 'application plane d’écriture complexe :

!/
Z =

3 4.)_ .
—+-i|z+2i-1.
5 5

s’ est donc similitude indirecte. De plus, pour z = z5, on a:
! (142i)+2i —1=-1+42i +2i - 1=z, ;donc:s'(A) =A".

3 4.
Z=|=+=i
5 5

Pourz=zg,ona:z =

3 4, ., . . R 1 /
§+§l (3+i)+2i —1=1+3i +2i —1=2zp ;donc:s'(B)=B'.

s1o s, composée de deux similitudes indirectes est une similitude directe.

Deplus:s 'os'(A)=s ' (A")=Aets ' os'(B)=s"!(B') =B.

La similitude directe s~ os’ a deux point fixes distincts, donc: s los' =1d.

En composant membre 2 membre 4 gauche par s dans la derniére égalité, il vient : s’ =s.

z+2i—1.

3 4
s a pour écriture complexe : z' = (E + s i

2. Soit g I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point P d’affixe z' définie par :
/ ( 6 8 ,)_ )
Z=|-——=i|z+5-1i.
5 5

a. On note C et D les images respectives de A et B par g; déterminer les affixes de C et D et placer ces points dans
le plan complexe.

6 8 2
Capourafﬁxe:zc=(—g—gi)5+5—i =—g(3+4i)(l+2i)+5—i =7-51.

o)

6 8 2
Dapourafﬁxe:ZD=(—g—gi)5+5—i =—§(3+4i)(3+i)+5—i =3-71.

o]

b. Soit Q le point d’affixe 1 + i et soit h ’homothétie de centre Q et rapport —2.
Montrer que C et D sont les images respectives de A’ et B’ par h.

h a pour écriture complexe : Z-0+i)= —2(z— a1+ i)) s Cest-a-dire: 2 = -2z +3+3i.
Pour z = zy/, il vient: 2/ = —2(-2+4i) +3+3i =7-5i = zc;
pour z = zp, il vient: 2/ = =2 x 5i +3+3i =3-7i = zp; donc:

‘h(A') =C et h@®B)=D|

c. Soit M, d’affixe z1, I'image par h de M, d’affixe z.
Donner les éléments caractéristiques de hlet exprimer z en fonction z; .

1
h~! est’homothétie de centre Q et de rapport — 2

On saitque: z; = —2z+3+3i ;donc:

3 3,
Z=——z1+-+-i|
2 2 2

3. Onpose:f=h_1 og.
a. Déterminer I'expression complexe de f.

fa pour expression complexe :

c’est-a-dire :
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f et s ont la méme expression complexe, donc :

XIV CENTRES ETRANGERS 1 JUIN 2004
f=s

b. Reconnaitre f. En déduire une construction du point B image par g d’'un point M quelconque donné du plan.
Ona:s=h"lo g; donc en composant membre a membre a gauche par h, il vient :

g=hos.
Pour construire 'image P d'un point M par g, il suffit de construire le symétrique, M, de M par rapport a (A), P est
alors I'image de M’ par h (voir figure ci-dessous).
By o
D JRALS
\
!
Al o \ (A)|_~
73 | \ 7 = a
Ly g
|
\\ \
\ / 4
IR |
\ L7
7
/ TIX v l{
il L)
7N
7] \ \
o\ /4"
\ \
B
By
/ \ \ N
\ AN
\\ N
// A ATy -
\ A
\ N
/ N\
/ \ AN
[ \
\ N
/ N \|
/ v AN
: \ N
/ \ N
/’ ral
/ \
) \
/ \
\
/ !
\
p P D[ P
F1G. 6 -
rd . 3
XIV Centres étrangers 1 juin 2004

On se propose d’étudier le probléme suivant
« Les nombres dont I'écriture décimale n’utilise que le seul chiffre 1 peuvent-ils étre premiers ? »
Pour tout entier naturel p = 2, on pose : Np = 1---1 ou1 1 apparait p fois.
On rappelle dés lors que : Np = 10771 410P 72 +... +10°,

1. Lesnombres Np =11, N3 =111, Ny = 1111 sont-ils premiers ?

Ona:111=3x37et1111=11x101; donc:

‘ N3 est un nombre premier. ‘

107 —
2. Prouver que: Np =

‘ N3 et N4 ne sont pas des nombres premiers. ‘

. Peut-on étre certain que 10”7 — 1 est divisible par 9 ?
Soit p un entier naturel (avec p =2). Ona:Np = 100+ +10P72 +10P71;
LYCEE PONTUS DE TYARD
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donc N, est la somme des p premiers termes de la suite géométrique de raison 10 et de premier terme 1, on déduit
que:

_1-10P 107 -1
P71-10 " 9

Np, somme d’entiers naturels, est un entier naturel ; la formule ci-dessus prouve donc que :

107 — 1 est divisible par 9.

3. On se propose de démontrer que si p n’est pas premier alors Np n’est pas premier.
On rappelle que pour tout nombre réel x et tout entier naturel n non nul :

1= -DE" X" 2 x4 ).

a. On suppose que p est pair et on pose : p =24 ol q est un entier naturel plus grand que 1.
Montrer que Np est divisible par Ny = 11.

Utilisons I'identité remarquable rappelée ci-dessus avec n =g etet x = 10%. D’apres 2. :
9Np =107 -1 = (10%)7 1= 100~ 1) (10071 + 10092 + -+ +1);
d’otril vient :

Np=11[1007"1+100772 +---+1;
eN

ce qui prouve que :

Np, est divisible par Nj.

b. On suppose que p est multiple de 3 et on pose : p = 3q ou q est un entier naturel plus grand que 1.
Montrer que Ny est divisible par N3 = 111.

On a de méme qu’en 3.a. :
9N, =107 -1 = (10*)" - 1= 1000~ 1) (10007~ +100092 + - +1).
Ona:1000—1=999=9x111 =9N3; donc:

Np =Ns3[1000771 +100097% + ... +1 |;
elN

ce qui prouve que :

Np, est divisible par N3.

c. On suppose p non premier et on pose : p = kq ol1 k et q sont des entiers naturels plus grand que 1.
Montrer que Np, est divisible par Ny.

Utilisons l'identité remarquable rappelée en 3. avec n = g et et x = 10k D’apres 2. :

10P-1 (10F)7-1 (105-1) [(10’“)"‘1 +(10K)972 1y 1)

P~ 9 9 9
k

Enremarquant que : = Ny (voir 2.) ; nous en déduisons que :

Np =Ni [ (10F)771 4+ (10F) 772 + ... 41

eN

ce qui prouve que :

‘ Np, est divisible par Ny. ‘

4. Enoncer une condition nécessaire pour que N p Soit premier.
Cette condition est-elle suffisante ?

Nous venons de démontrer en 3.c. que si p est composé alors N, est composé ; nous en déduisons par contraposition
que si N, est premier alors p est premier.

‘ Pour que N, soit premier, il est nécessaire que p soit premier.

On sait que 3 est un nombre premier et on a vu en 1. que N3 n’est pas un nombre premier ; ce contre-exemple prouve
que:

‘ la condition nécessaire énoncée ci-dessus n’est pas suffisante. ‘

LYCEE PONTUS DE TYARD 22/40 Terminales VIII et IX



XV LA REUNION JUIN 2004
XV LaRéunion juin 2004

On rappelle la propriété, connue sous le nom de petit théoreme de Fermat : « soit p un nombre premier et a un
entier naturel premier avec p ; alors a” ~1 _1 est divisible parp ».

1. Soit p un nombre premier impair.
a. Montrer qu’il existe un entier naturel k, non nul, tel que 2k =1 (modp).

p estimpair, il n’est donc pas multiple de 2; de plus p est premier, il est donc premier avec 2. D’apreés le petit théoreme
de Fermat, 2P~! — 1 est multiple de p; doncpourk=p-1:

2K =1(modp) |

b. Soit k un entier naturel non nul tel que 2 = 1(mod p) et soit n un entier naturel. Montrer que, si k divise n,
alors2" = 1(mod p).

Si k divise 7, alors il existe un entier k" tel que : n = kk'.
! !
Ona:2F=1 (mod p); donc: 2kk =1k (modp); c'est-a-dire :

2" =1(modp) |

c. Soit b tel que 2P =1 (mod p), b étant le plus petit entier non nul vérifiant cette propriété.
Montrer, en utilisant la division euclidienne de n par b, que si2=1 (mod p), alors b divise n.
Soit n un entier naturel et g et r le quotient et le reste de la division de n par b.
Ona:2”=1(modp); donc: (Zb)q =19 (mod p) ; puis : 27 x 2" =1 x 2" (mod p) ; C'est-a-dire : 2" = 2" (mod p).
Doncsi: 2" =1(modp); alors: 2" =1(mod p).
Or r < b et b est le plus petit entier naturel non nul vérifiant la propriété, donc: r = 0.

‘ si2" = 1(mod p), alors b divise n. ‘

2. Soit g un nombre premier impair et le nombre A =29 —1.
On prend pour p un facteur premier de A.

a. Justifier que : 29 = 1(mod p).

A est multiple de p, donc 29 — 1 aussi, c’est-a-dire :

= o]

b. Montrer que p est impair.

29 —1 est multiple de p donc si p était pair alors 27 — 1 le serait aussi et 29 serait impair; ce qui n’est pas le cas car g
est premier et donc non nul.

p estimpair.

c. Soit b tel que 2P =1 (mod p), b étant le plus petit entier non nul vérifiant cette propriété.
Montrer, en utilisant 1. que b divise q. En déduire que b = q.

D’apres 2.a. et 1.c. :

‘ b divise q. ‘

Or g est premier et b # 1 (car sinon on aurait : 2l=1 (mod p) avec p = 3);donc:

d. Montrer que g divise p — 1, puis montrer que p = 1 (mod2gq).

D’apreés 3.c., g est le plus petit entier naturel non nul vérifiant : 29 = 1 (mod p).
Or, d’apres 1.a. : 2P~ =1(mod4); donc d’apres 1.c. :

‘ q divise p -1 ‘

p est impair, p — 1 est donc multiple de 2. p — 1 est multiple de g et de 2, il est donc multiple de PPCM (2; ¢). Or g est
impair donc: PPCM (2; g) = 2¢. On en déduit que p — 1 est multiple de 2¢, c’est-a-dire :

p=1(mod2q) |

3. SoitA; =27 —1. Voici la liste des nombres premiers inférieurs a 400 et qui sont de la forme 34m+ 1, avec m entier
non nul : 103, 137, 239, 307. En déduire que A est premier.

17 est un nombre premier impair, pour: g =17;0ona:A=A;j.
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Soit p un diviseur premier de A;. D’apres 2.b., p est impair et d’apres 2.d., p=mx2g+1=34m+1avec meIN. SiA;
était composé, il admettrait un diviseur premier, p, tel que : p < /A c’est-a-dire p <362,0---
On en déduit que si A était composé, il serait divisible par 'un des nombres suivants: 103, 137, 239, 307.

Ona:
A;=2"-1=131071

131071 =1272 x 103 + 55
131071 =956 x 137 +99
131071 =548 x 239+99
131071 =426 x 307 + 289

On en déduit que Aj n’est divisible par aucun des nombres : 103, 137, 239, 307. Par conséquent :

‘ Aj est un nombre premier.

XVI Nouvelle Calédonie novembre 2004

Dans cet exercice, a et b désignent des entiers strictement positifs.

1. a. Démontrer que s'il existe deux entiers relatifs u et v tels que : au+bv = 1; alors les nombres a et b sont premiers
entre eux.

Supposons qu'il existe deux entiers relatifs u et v tels que : au+ bv = 1.
Soit § le PGCD de a et b.
Alors 8 divise a et b, donc & divise au + bv ; c’est-a-dire 6 divise 1. Or & est un entier naturel, donc:d=1; et donc:

‘ les nombres a et b sont premiers entre eux.

b. En déduire que si (az +ab- bz)z =1, alors a et b sont premiers entre eux.

Ona: (a2+ab—b2)2 = (a(a+b)+b2)
=a®(a+b)? +2abla+b) + b*
= a(a(a+b)2)+b(2a(a+b)+b3 ).
————— [ ——

u v
Donc, d’apres 1.b. :

‘ si (a2 +ab— hz)2 =1, alors a et b sont premiers entre eux. ‘

2. On se propose de déterminer les couples d’entiers strictement positifs (a; b) tels que (a2 +ab-— b2)2 =1.
Un tel couple sera appelé solution.

a. Déterminer a lorsque a = b.

Soit (a; b) un couple solution.
Sib=a,alors: (az +ab— b2)2 =1; clest-a-dire : a* = 1. Les solutions réelles de cette équation sont 1 et —1. Sachant
que a est positif, on en déduit que: a =1.

Réciproquement, pour: (a;b) = (1;1); ona: (a® + ab—b?*)* = (12 +1x 1-1?)* = 1; donc:

Il n’existe qu'un seul couple solution de la forme (a;a), c’est :
(1;1).

b. Vérifier que (1;1), (2;3) et (5;8) sont trois solutions particulieres.
Le cas (1;1) a été traité en 2.a..
Pour: (a;b) = (2;3);ona: (az +ab—b2)2 = (22 +2 ><3—32)2 = (4+6—9)2 =1;
pour: (a;b) =(5;8);ona: (a2 +ab—b2)2 = (52 +5x 8—82)2 = (25+40—64)2 =1;donc:

(1;1), (2;3) et (5;8) sont trois solutions particulieres.

c. Montrer que si (a;b) est solution et si a + b, alors : a’ - <o.

Soit (a; b) un couple d’entiers naturels non nuls tels que : a # b.
Onadonc: ab>1.
Sia®-1% > 0, alors : @ +ab-1p > 1;d’ouril vient : (aZ +ab—- 172)2 > 1.
On en déduit I'implication :
sia®?-b*= 0, alors le couple (a; b) n’est pas solution,
et sa contraposée :

‘ sile couple (a; b) est solution, alors a’?-p?<o. ‘

3. a. Montrer que si (x;y) est une solution différente de (1;1) alors (y — x;x) et (y;y + x) sont aussi des solutions.

Soit (x; ¥) un couple solution distincte de (1;1). D’apres 2.c.: (x+ y)(x—y) <0;or: (x+y) >0;donc: y—x>0.
Dong, x, y, y— x et x + y sont des entiers naturels non nuls.

Deplus: ((y - 0% +x(y - x) —x2)2 = (y* —2xy+x* +xy—x° —x2)2 =(-x* —xy+y2)2 = (x? +xy—y2)2 =1
Donc (y — x; x) est solution.
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Deméme:(y2+y(x+y)—(x+y)2)2= (y2+xy+y2 —x2—2xy—y2)2 = (—xz—xy+y2)2= (x2+xy—y2)2 =1.

Donc (y;x + y) est solution.

Si (x; y) est une solution différente de (1;1) alors (y — x;x) et (y;y + x) sont aussi des
solutions.

b. Déduire de 2.b. trois nouvelles solutions.

(2;3) est solution donc (3 -2;2) et (3;3 +2), c'est-a-dire (1;2) et (3;5), sont également solutions.
(5;8) est solution donc (8 —5;5) et (8;8+5), c'est-a-dire (3;5) et (8;13), sont également solutions.
On en déduit trois nouvelles solutions :

1;2) (3;5) (8;13) |

4. On considére la suite de nombres entiers strictement positifs (an) ey définie par ag = a; = 1 et pour tout entier
n,nz=0,ayy2=an+1 +an.

Démontrer que pour tout entier n =0, (ap ; an+1) est solution.

En déduire que les nombres ay, et a,1 sont premiers entre eux.

Pour tout entier naturel n, considérons la proposition Py, : « (ay ; a,+1) est solution ».

Ona: (ag;ay) = (1;1); donc, d’apres 2.a., Py est vraie.

Soit k un entier pour lequel Py, est vraie. Démontrons Py, ;.

(ay;ayy1) est solution donc, d’apres 3.a., (A,1;ar1 + ar) (Cest-a-dire (ag,1;ars2)) est solution; ce qui prouve

Pii1-
Donc par récurrence :

pour tout entier naturel n, (a,;a;+1) est solution.

D’apres 1.b., on en déduit que :

pour tout entier naturel n, a, et a, ] sont premiers entre
eux.

XVII Polynésie septembre 2004

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O; ii, V). On prendra, sur la figure 1 cm pour unité graphique.
On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives —1+1i,3+2i eti V2.

1. On considére la transformation f du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ = f(M)
d’affixe 7' définie par :

1414 _
Zz = z—l+i[l+\/§).
V2

a. Calculer les affixes des points A’ = f(A) et C' = f(C).

141 ——
Pourz=—l+i,0na:z' =W(—l+i)—l+i[l+ \/E)
1+i)2
=—( 2 —1+i+iV2
V2
2i
= _1+i+iV2
V2
=—iV2-1+i+iV2
=—1+1.

Donc:

=)

1+i ——=
Pourz=i v2,0ona:z =W(i \/E)—l+i[l+ \/E)

=—i(1+i)—-1+i+i V2
=—i+1-1+i+iV2
=ivV2.

Donc:

[1=c]

b. En déduire la nature de f et caractériser cette transformation.

fa une écriture complexe de la forme : z’ = az+ b avec a € C* et b e C; donc f est une similitude indirecte.
Désignons par o la réflexion d’axe (AC). o' o f, composée de deux similitude indirecte est une similitude directe.
De plus: g lo f(A) = o1 (A)=Aet o lo f(C) = g1 (C) =C; fest une similitude qui a deux points fixes distincts, A et
C,donc:
0‘_1 of= Id@;
donc:
goo lof= GOIdgz;

c’est-a-dire :
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fest la réflexion d’axe (AC). |

c. Placer les points A, B et C puis construire le point B' = f(B).
Le point B’ est le symétrique de B par rapport a (AC), voir figure 7.

2. a. Donner I'écriture complexe de 'homothétie h de centre A et de rapport V2.

9

Mg (-3 +9i)

3 B~

S
v
7

\

L~ B(3+2i)
c(

\

-4 Mo(2—+4i

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
F1G. 7-Les points A, B, Cet B’

Lhomothétie 7 de centre A et de rapport v2 est la transformation qui a tout point M du plan associe le point M’ tel
que:

AM' = V2AM;
elle a donc pour écriture complexe :
72— (-1+i)=V2(z—(-1+1)) (XVII-4)

c'est-a-dire :

2 =V2z+(1-v2)(-1+i)|

b. Montrer que la composée, g = foh, a pour écriture complexe : 2 = (1+i)z—1+3i.

1¢ méthode

f et h ont respectivement pour écritures complexes :

z’=122—1+i[1+\/§) et Z'=v2z+(1-V2)(-1+i).
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Donc f o h a pour écriture complexe :

2 = 1\‘/“5 (\/§Z+(1— \/E)(—l+i))—l+i [l+ \/E)

Pour tout z € C, on a alors :

J = 1;; (\/§E+(1— \/E)(v—zl—i))—l+i [l+ \/E)
—a+iz-(1-va) T i ive

=(1+i)2—(1—\/§)2—\/l§—1+i+i\/§

=(1+i)z-(1- V2)V2i -1+i+i V2
=(+i)Z—i V2+2i —1+i +i V2
=(1+i)Z-1+3i

g a pour écriture complexe: z” = (1+i)z—-1+3i.

2¢ méthode
fa écriture complexe :

1+i_
7 = z—1+i[1+\/§)
V2
et A(—1+1) estinvariant par f, donc:
14i —
“li=—(-1+i)-1+i (14 V2).
V2

Donc, par soustraction, f a également pour écriture complexe :

Z—(-1+i)=

1+1 (7( Tt _))
z—(-1+1
V2
Donc, en utilisant (XVII-4), foh a pour écriture complexe :

1+i —F=,
2= (1+i) = —(V2(z- (-1+1))
V2
Pour tout z€ C, on a alors :
2 = +i)zZ+2i -1+
=(1+i)z—1+3i

g a pour écriture complexe: z” = (1+i)z—-1+3i.

3. a. Soit My le point d’affixe 2 —4i .

_—

Determiner I'affixe du pointMg = g(Mp) puis vérifier que les vecteurs AB etAMg sont orthogonaux.

Pour z =2 —4i dansl'écriture complexe de g, il vient :

2/ =(1+i)2-4i)-1+3i =2+2i +4i —4—-1+3i =-3+9i

Mg est le point d’affixe :
-3+9i.

Levecteurﬁ apour affixe:3+2i —(—1+i)=4+1.
LevecteurAMg apour affixe: -3+97 —(-1+i)=-2+8i =2i(4+1) =2ei%(4+i).

AM)] LAB |

b. On considére un point M d’affixe z. On suppose que la partie réelle x et la partie imaginaire y de z sont des
entiers.
Démontrer que les vecteurs AB et AM” sont orthogonatix si, et seulement si, 5x +3y = —2.

—_—

Les vecteurs AB et AM{,’ sont tous deux non nuls et nous sommes dans le plan, donc les vecteurs AB et AM” sont

—_—

orthogonaux si, et seulement si les vecteurs AM{)’ et AM” sont colinéaires, cest-a-dire si et seulement si M” est un
point de (AMg).
La similitude g_1 conserve |'alignement et transforme (A,MS,M”) en (A,Mgp,M), donc:

les vecteurs AB et AM” sont orthogonauxsi, et seulement si M est un point de (AMp).
Déterminons une équation cartésienne de la droite (AMg).
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Le vecteur directeur AMg a pour affixe:2—-4i —(-1+i)=3-5i =—i(5+3i) = et 3 (5+31).

(5 P , . .
Donc la droite (AMg) a pour vecteur normal 7i ( 3) ; on en déduit qu’elle admet une équation de la forme :

5x+3y=c.

De plus: A€ (AMg); donc: c=5(-1)+3(1); dot: c = -2.
La droite (AMy) a pour équation : 5x +3y = —2.

Les vecteurs AB et AM” sont orthogonaux si, et seulement si 5x + 3y = —2.

c. Résoudre dans Z? I'équation 5x +3y = -2.

D’apres I'étude précédente, les solutions de cette équation sont les coordonnées des points d’intersection de la droite
(AMy) avec le quadrillage principal ; le couple de coordonnées de My est donc une solution particuliere.

5x+3y=-2 — 5x+3y=5x2+3x(-4)
— 5(x-2)+3(y+4) =0
— 5(x—2)=-3(y+4)

Raisonnons par conditions nécessaires. Soit (x, y) une solution.
5 divise 5(x —2), donc 3(y +4), et est premier avec 3, donc, d’apres le théoreme de GAUSS, 5 divise y +4; on en déduit
qu'il existe un entier relatif k, tel que : y+4 =5k ; soit: y =5k —4.
Onadonc:5(x—2)=-3x5k;dolt: x=-3k+2.
Les couples solutions sont donc tous de la forme : (-3k +2,5k —4) avec k € Z.
Réciproquement, soit k € Z; le couple (-3k + 2,5k —4) est-il solution de 'équation ?
Ona:5(-3k+2)+3(5k—4) =-15k+10+15k—12 =-2; donc:

|s={(-3k+2,5k-0)|keZ} |

d. En déduire les points M dont les coordonnées sont des entiers appartenant a I'intervalle [-6 ; 6] tels que;@> et

AM" sont orthogonaux. Placer les points obtenus sur la figure.
Les solutions recherchées sont celles dont le parametre, k, vérifie :

{ -6<-3k+2<6 (XVIL5)

-6<5k—-4<6

Résolvons ce systeme.

_ 4 8
VILS -6<3k-2<6 42s3ks8 ——<k<= -1<k<?
(XVILS) - = 2<s5k<10 <k<2 N 3 = <ks<

(XVII-5) — 0<ks<?2

Pour k = 0, nous obtenons le point My ; pour k = 1, nous obtenons le point A et pour k = 2, nous obtenons le point
Mo (—4 +61).

Les points M dont les coordonnées sont des entiers appartenant a l'intervalle

[-6; 6] tels que AB etAM” sont orthogonaux sont les points My, A et M.

Lensemble des points dont les coordonnées appartiennent a I'intervalle [-6 ; 6] est la région fermée délimitée par le
carré bleu de la figure 7.

XVIII Pondichéry avril 2004
L'espace (E) est muni d’'un repére orthonormal (O;T, 7 k )
On considére les points A(0;5;5) et B(0;0;10).

1. Dans cette question, on se place dans le plan Py d’équation x = 0 rapporté au repére (O; J, k).
On note % le cercle de centre B passant par A.
Démontrer que la droite (OA) est tangente au cercle %,

Les coordonnées des points O, A, B vérifient I'équation : x = 0; donc O, A, B sont trois points de Py. De plus :
AB LOA =(-57+5Kk)- (5] +5k)=0;

ona:BA LOA ; donc dans le plan Py :

‘ (OA) estla tangente 2 6 en A. ‘
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2. On note.¥ la sphére engendrée par la rotation du cercle % autour de I'axe (Oz) et T le cone engendré par la rota-
tion de la droite (OA) autour de I'axe (Oz).

a. Démontrer que le cone T’ admet pour équation 2+ y2 =2z°.

N 1—(1
1"® méthode Dans le plan Py rapporté au repére (O; 7, k), la droite (OA) a pour vecteur normal — gAB (_ 1) et passe
par O, elle a donc pour équation: y—z =0; ouencore: y = z.

Pour tout point M(x, y, z) désignons par, r, la distance de M a (Oz),ona:r = \/x2 + y2.
Dansle planPy,ona:r = |y| ; donc I a pour équation : r = |z|.
Mais r et |z| sont positifs, donc: r=]z] <= =722 — x? +y2 =Z2,

I' a pour équation :

2° méthode Ona: OA= V02 +52 +52 = /02 + (-5)2 + 52 = AB et (OA) L (AB); donc le triangle OAB est rectangle

i I
etisocele en A, on en déduit que I' est le cone d’axe (Oz) et d’angle 2 x 7 c’est-a-dire 3 rad. I" a donc pour équation :

n
r? = 22 tan® —
4

ol r désigne la distance a I'axe (Oz), c’est-a-dire : r2=x%+ y2.
On en déduit que I' a pour équation :

b. Déterminer I'intersection du coneT et de la sphére ..
Préciser la nature de cette intersection et ces éléments caractéristiques.

1™ méthode . et I sont deux surfaces de révolution d’axe (Oz) engendrées par % et (OA), donc leur intersection
est 'ensemble de révolution d’axe (Oz) engendré par 6’ (OA), ¢’est-a-dire {A}.

NI estle cercle d’axe (0z) passant par A.

2° méthode .¥a pour centre B(0;0;10) et pour rayon : AB = 5 v/2; elle a donc pour équation :
*2 + 1 +(2—10) = 50.

#NT a donc pour équations cartésiennes :

202 102 =
{ X2 +y% +(z-10)% =50 XVIIL6)

Piyt=2?
2 2 2
z°+(z—10)° =50 2z —-20z-50=0
XVIII-6) <— { 2 o o — { 5 o o
xX“+y“ =z X“+y“ =z
2
(z=5)“=0 z=5
donc: XVIII-6) <— { 5 9 — {x2+y2=25

+y’=z
On en déduit que .’NT est I'intersection du plan d’équation z = 5 et du cylindre d’axe (Oz) et de rayon 5.

‘ NI estle cercle d’axe (0z) passant par A.

c. Illustrer ces objets par un schéma dans I'espace.
Voir figure 11 page 31.

3. Oncoupele coneT par le plan Py d’équation x = 1.
Dans Py, I'une des figures ci-dessous représente cette intersection.
Identifier cette figure en donnant les justifications nécessaires.

P1 NT estla section d'un cone par un plan paralléle a son axe de révolution et ne passant pas par son sommet ; donc :

P; NT estPhyperbole présentée figure 10.

Autre méthode (calculatoire) P; NI a pour systeme d’équations cartésiennes :

2 2 _ .2
{ rry =z (XVIII-7)

X =1

Les coordonnées du point H(1;0;0) vérifient 'équation de Py, donc: H € Py.
P; est’ensemble des points dont les coordonnées sont de la forme (1; y;z) (ol y et z sont des nombres réels). Soit M
un tel point,ona:
OM =7+yj+zk=0H +yj+zk;
donc:
HM = yj+ zk.
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On en déduit que le point M a pour coordonnées (y; z) dans le plan P; muni du repeére (O;7, k). Ainsi dans le plan P;
muni du repére orthonormé (O; 7, k), d’apres XVIII-7, P; NT est 'ensemble d’équation

2=y +1 (XVIII-8)

On remarque que si (x; y) vérifie cette équation, alors il en est de méme de (—x;—y), donc Py NT est symétrique par
rapport a H.
Ainsi, si Py NT était un cercle alors son centre serait H.

Pour t € IR, le point M [t; Vi + 1) estun pointde Pynlet:

HM; = V22 +1

HM; n’est pas une fonction constante de ¢, donc P; nT" n’est pas un cercle.

Si P; NT était 'union de deux droites sécantes alors ces droites se couperaient en H (centre de symétrie), mais les
coordonnées de H ne vérifient pas I'équation (XVIII-8), donc Py NT n’est pas 'union de deux droites sécantes.

On en déduit que :

P; NT estPensemble présenté figure 10.

4. Soit M(x, y, z)un point du cone I'dont les coordonnées sont entiers relatifs non nuls.
Démontrer que x et y ne peuvent pas étre simultanément impairs.

F1G. 8 - FI1G. 9- F1G. 10-

X, y et z sont des entiers vérifiant :

x?+y? =22
On reconnait I'identité de PYTHAGORE.
Soit n un entier relatif et g son quotient dans la division par 2.
Si n est pair, alors: n=2q;d'olt: n? = 4q2 ; donc : n? = 0(mod4).
Si n estimpair, alors: n=2g+1;dou: n® = 4q2 +4q+1= 4(q2 +g)+1;donc: n? = 1(mod4).

——r

Ainsi, pour tout entier relatif 7 : <z
n?=0 (mod4)

ou (XVIII-9)
=1 (mod4)

Par conséquent, si x et y étaient tous deux impairs, on aurait :
2 _ 2 _ .
x“ =1(mod4) et  y°“=1(mod4);

donc, par somme, 'entier z vérifierait :
Z2=2 (mod4);

ce qui est en contradiction avec (XVIII-9) ; donc:

‘ X et y ne peuvent pas étre simultanément impairs.

XIX Nouvelle Calédonie novembre 2003

1. a. Soit p un entier naturel. Montrer que I'un des trois nombres p, p+10 et p+20, et 'un seulement est divisible
par 3.

Soit g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de p par 3, ona: =3q +r avec g € {0;1;2}.

1 cas r=0

Ona:p=3q; p+10=3(g+3)+1 et p+20=3(qg+6)+2.
2°cas r=1
Ona:p=3qg+1; p+10=3(g+3)+2 et p+20=3(qg+7).
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F1G. 11 -

3%cas r=2
Ona:p=3g+2; p+10=3(g+4) et p+20=3(g+7)+1.

Dans les trois cas :

I'un des trois nombres p, p + 10 et p + 20, et 'un seulement est divisible par 3.

b. Les entiers naturels a, b et ¢ sont dans cet ordre les trois premiers termes d’une suite arithmétique de raison 10.
Déterminer ces trois nombres sachant qu’ils sont premiers.

Lun des trois nombres est un nombre premier divisible par 3, ce nombre est donc 3. Si b ou c était égal a 3, alors a
serait strictement négatif, mais les trois nombres sont des entiers naturels donca =3; d’ou: b=13 et c=23.

a=3 b=13 c=23|

2. Soit E I'ensemble des triplets d’entiers relatifs (u, v, w) tels que3u +13v +23w =0.
a. Montrer que pour un tel triplet v = w (mod 3).

Soit (4, v, w)€E.Ona:13v=-23w-3u; donc: 13v = -23w (mod 3).
36w est multiple de 3, donc: 13v = —23w + 36w (mod 3) ; c’est-a-dire :13v = 13w (mod 3).

Or 13 est premier avec 3, donc :
v=w(mod3) |

b. Onpose v =3k+r etw=3k" +r o1 k, k' et r sont des entiers relatifset 0 < r <2.
Montrer que les éléments de E sont de la forme : (-13k — 23k’ —12r, 3k+r1, 3K +71).

Soit (u, v, w) € E. Il suffit donc de démontrer que : u = —13k-23k' —12r.
Ona:(u, v, w)eE;

donc:3u=-13v-23w = -133k +r) - 233k’ +r) =3(-13k - 23k’ —12r);
d’otr: u=-13k-23k" —12r.

Les éléments de E sont de la forme : (—13k — 23k’ —12r, 3k +r, 3k’ +r).

c. L'espace est rapporté a un repére orthonormal d’origine O et soit
Ple plan d’équation : 3x+ 13y +23z =0.
Déterminer I'ensemble des points M a coordonnées (x, y, z) entiéres relatives appartenant au plan P et situés a
l'intérieur du cube de centre O, de c6té 5 et dont les arétes sont paralléles aux axes.
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-2,5sx<2,5
Le cube est I'ensemble des points dont les coordonnées vérifient: { —2,5<y<2,5 ; mais on cherche des points
-2,5<2z<2,5
dont les coordonnées sont entiéeres, I'ensemble cherché est donc I'ensemble des points dont les coordonnées sont

entieéres et vérifient :
3x+13y+23z2=0

-2<xs<2
—2<y<2
—-2<z<2

(XIX-10)

Raisonnons par conditions nécessaires. Soit (x, , z) une solution du systeme (XIX-10) (il en existe car (0,0,0) est une
solution évidente).
Ona:-2<ys<2;-2<zs<2et daprés2.a, y=z(mod3);donc:z=y—-3ouz=youz=y+3.
1cas z=y-3
Ona:3x+13y+23(y—3)=0;donc: x=23-12y; d'ouil vient, en utilisant les contraintes -2 < x<2et-2<y<2:
(x,,2) =(-1,2,-1).
2°cas  z=y
Ona:3x+13y+23(y) =0;donc: x=-12y;douilvient: (x,y,2)=1(0,0,0).
3%cas z=y+3
Ona:3x+13y+23(y+3) =0;donc: x=-23-12y; douil vient: (x,y,2) =(1,-2,1).
Les points de P a coordonnées entiéres situé a I'intérieur du cube sont donc les points :

M1 (-152-1) Mo(050;00  My(1;-2;1) |

XX France septembre 2003

On rappelle que 2003 est un nombre premier.

1. a. Déterminer deux entiers relatifs u et v tels que :
123u+2003v = 1.

Pour déterminer des coefficients de BEZOUT, on utilise 'algorithme d'EUCLIDE.
2003 =16x123+35;123=3x35+18et35=2x18-1.
On en déduitque:1 =-35+2x18
=-35+2(123-3 x35)
=2x123-7x%x35
=2x123-7(2003 - 16 x 123)
=114 x 123 -7 x 2003
On peut donc prendre :

lu=114 et wv=-7|

b. En déduire un entier relatif ko tel que :
123k = 1 (mod 2003).
On en déduit que : 114 x 123 = 1 (mod2003) ; on peut donc prendre :
[fo=111]
c. Montrer que, pour tout entier relatif x,
123x = 456 (mod 2003) si et seulement si X =456kp (mod 2003) .

Soit x un entier relatif. On a : 123ky = 1 (mod 2003) ; donc : 123xky = x (mod 2003).
De plus 114 est un entier naturel non nul plus petit que 2003 qui est un nombre premier, donc kg est premier avec

2003.

On en déduit que : 123x = 456 (mod 2003) — 123xko = 456ky (mod 2003)
— X = 456kp (mod2003) ;

Donc:

123x = 456 (mod 2003) si et seulement si x = 456ky (mod 2003) |.

d. Déterminer I'ensemble des entiers relatifs x tels que :
123x = 456 (mod 2003) .
D’apres l.c. :
123x = 456 (mod 2003) — X = 456kp (mod2003) .

Or:456ky =456 x 114 =51984 =25 x 2003 + 1909 ; donc : 456k = 1909 (mod 2003).
On en déduit que :
123x = 456 (mod 2003) — x =1909 (mod2003).
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Lensemble des entiers relatifs x tels que : 123x = 456 (mod 2003) ; est donc :

| 5={1909+2003k | ke Z} |

e. Montrer qu'il existe un unique entier n tel que :
1<n<2002 et 123n =456 (mod2003).
Les entiers, n, vérifiant la condition :
1<n<2002 et 123n =456 (mod2003). (XX-1)
sont les éléments de S solutions de la double inéquation :
1< n<2002.
On en déduit que: (XX-1) <= 1<1909+ 2003k <2002

< —1908 <2003k <93
1908 93
<k<

72003 2003

93
-0,95-++; ——=0,04--- et ke Z; donc:
2003

—
1908

ri———=
2003
XX-1) <= k=0
<~ n=1909+2003x0
<= n=1909.

L'unique entier vérifiant la condition (XX-1) est 1909.

2. Soit a un entier tel que : 1 < a < 2002.

a. Déterminer :
PGCD (a,2003).

En déduire qu’il existe un entier m tel que :
am = 1(mod2003).

2003 est un nombre premier et a n’est pas multiple de 2003, donc a est premier avec 2003.

| PGCD (a,2003) = 1 |

D’apres le théoréeme de BEZOUT-BACHET, il existe donc deux entiers m et p que : am +2003p = 1; d’outil vient :

| am =1 (mod2003) |

b. Montrer que, pour tout entier b, il existe un unique entier x tel que:
0<x<2002 et ax = b(mod2003).
Existence Soit b un entier et x le reste de la division de mb par 2003.

Onadonc:
0<x<2002|

De plus : mb = x(mod 2003) ; donc : amb = ax (mod 2003) ;
Or:am=1(mod2003); donc: amb = b(mod2003).
On en déduit que :

| ax = b(mod2003) |

Unicité Pour démontrer que x est 'unique solution du probléme, il suffit de démontrer que si x’ est une solution du
probleme, alors x" = x.
Soit x’ un entier solution du probleme, démontrons que : x’ = x.
Ona:0<x <2002 et—-2002<-x<0;donc:

—-2002 < x’ — x <2002 (XX-2)

Ona: ax' = b(mod2003) et ax = b(mod2003) ; donc ax’ = ax(mod2003) ;
or a est premier avec 2003 ; donc: x' = x(mod2003) ; c’est-a-dire x’ — x est multiple de 2003.
On en déduit en utilisant (XX-2) que: x' —x =0; donc: x’ = x.
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XXI LaRéunion juin 2003

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O; il, V). On prendra 1 cm pour unité graphique.
On considére I'application f du plan dans lui-méme qui, 4 tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z' telle

que:z’:—(\/§+i)z—1+i (1+ \/§)

1. Montrer que f est une similitude directe dont le centre Q) a pour affixe i .
En déterminer le rapport et I'angle.
Ona:z’:—(\/§+i)z—l+i(1+\/§) z'=—[\/§+i)z+i(i+\/§)+i
Z-i=-(V3+i)z-i)

;o no, . Tn .
Z —1=2|lcos— +isin—|(z—1)
6 6

[

! . i m .
zZ —i=2e 6 (z—1).
. I
f a une écriture complexe de la forme : z’ = az + b avec a € C* et b € C; donc f est similitude directe. De plus 2e’ &

n .
est le nombre complexe de module 2 et d’argument 3 etpourz=i onaz =i;donc:

7
f est la similitude directe de rapport 2, d’angle ?n et de centre Q d’affixe i .

3 3
2. Soit My le point d’affixe : zg = T\/_ + Zi.
Calculer QM et donner une mesure en radians de I'angle (ﬁ, QM )
— 3 1 1 ;=
Le vecteur QMj a pour affixe: zg —i = £ - Zi = Ee 5.

Par définition du module et de I'affixe d'un vecteur, on en déduit que :

1 L — T
OMo=5 et (u,nMo)=—g .

3. On considere la suite de points (My,) >0 définie, pour tout entier naturel n, par :
Mj+1 =f(My,). On note z;, I'affixe de My,.

a. Placer les points Q, My, M1, Mo, M3 et My.

My

kq
NN

5 e} =
= \\\
—~— |
—~— |

F1G. 12 — Premiers termes de la suite (M,,)

j Znn .
b. Montrer par récurrence, pour tout entier naturel n, I'égalité : z, —i =2"e' 6 (z9—1).

. 7nm
Pourn=0:2"e' 6 =1;donclégalité est vraie pour n = 0.

Supposons I'égalité vraie pour un certain entier k = 0. On a d’apres 1. et 'hypothése de récurrence : zj 1 —i =
iz ; i3k i KL N R ;

2e" 6 (zp—1)=2e 62%e" 6 (z9g—i)=2 e 6 (z0—1).

Donc par récurrence, pour tout entier naturel 7 :

 7nx )
zn—i=2"e"6 (g9—1i)|

Remarque Si la démonstration par récurrence n'avait pas été imposée, on aurait pu procéder de la fagon
suivante. On introduit le suite (Wn)nepy définie par : wn =zn—i. D'aprés 1. : w1 =2e’ 6 wp ; donc (wn) estune

7n

. . 7n\N . 7n
suite géométrique de raison 2e* & et pourtoutneIN : wp = (Ze‘ Tﬂ) Wp ; c'est-a-dire:zn—i = 2Nel 6 (zg—1).

c. Pour tout entier naturel n, calculer QMy,, puis déterminer le plus petit entier n tel que : QM,, = 102.
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x |29 —i|=2"QMo =2""1.

o)

La suite de terme général 21 et croissante, 26 —6aet2” = 128, donc:

. 7nn
Pour tout entier naturel n, ona: QM = |z, —i|=[2"e" 6

le plus petit entier n tel que QM,, = 102 est 8.

4. a. On considere I'équation :
7x-12y =1 (E)

ol x et y sont des entiers relatifs.
Aprés avoir vérifié que le couple (—5;—3) est solution, résoudre I'équation (E).

Ona:7x(-5)—-12x(-3) =-35+36=1;donc:
le couple (—5;—3) est solution de (E).

Soit (x, ) une solutionde (E). Ona:7x—12y =1=7x (-5)—12 x (=3); donc: 7(x+5) = 12(y +3).

12 divise 7(x +5) et est premier avec 7 donc, d’aprés le théoréme de GAUSS, 12 divise x + 5, il existe donc un entier k
telque: x=12k-5.

On en déduit que: 12(y+3) =7 x 12k ; donc: y =7k -3.

Nous venons de démontrer que tous les couples solutions sont de la forme (12k — 5,7k — 3) avec k € Z. Vérifions si
tous les couples de la forme (12k - 5,7k — 3) avec k € Z sont solutions.

Soitke€Z.0Ona:7(12k—-5)—-12(7k—3) =84k—35-84k+36 =1.

|s={a2k-5,7k-3)|ke Z} |

b. Soit A I'ensemble des points M du plan d’affixe z telle que : Sm(z) = 1 et Re(z) = 0.
Caractériser géométriquement A et le représenter.
Déterminer I'ensemble des entiers naturels n tels que M, appartienne a la demi-droite d’origine Q dirigé par ii.
Préciser son plus petit élément.

A estla demi-droite d’origine Q et dirigée par ii.

Soit n un entier naturel nonnul. Ona: M, € A — (ﬁ,QMn ) =0
— arg(zp—i)=0

N ., _ ’nn . . n

Or, d’apres 3.b. et 2. : arg(z, —i) = T +arg(zg — 1) avec arg(zp — 1) = _E ;
n—1mn
donc: arg(z, —i) = !
6
P . S . (7n—1mn e s

On en déduit que M, € A si et seulement si il existe un entier p tel que : ———— =2mnp; c'est-a-dire: 7n—-12p =1.

On reconnait I’équation (E), donc My € A si et seulement si il existe un entier k tel que : n = 12k — 5. 'ensemble des

entiers naturels n tels que M, € A est donc :
{12k - 5|k e N*} |

‘ Son plus petit élément est 7.

XXII Centres Etrangers I juin 2003
Exercice donné sur 6 points.

L'espace & est muni d’'un repére orthonormal (O;T, 7 k )
On considére la surface T d’équation :

-l<sxs<l1

2., =
xX“y=z avec { 1<y<1

La figure 13 est une représentation de la surface T, dans le cube de centre O et de coté 2. (NdP et dont les cOtés sont
paralléles aux axes du repere.)
1. Eléments de symétrie de la surface T.

a. Montrer que si le point M(x, y, z) appartient a T, alors le point M'(—x, y, z) appartient aussi a T.

Soit M(x, y,z) un point de &’et M (—x, y, z) son symétrique par rapport au plan yOz. Ona:

-l<s-xx<1 -l<sx<1
M'(—x,y,z)(—:T — -lsys<l — -l<sy<l1 <~ M, 2 €T
z:(—x)zy z=x2y

b. Montrer que I'origine O du repére est centre de symétrie de T.
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FIG. 13 - Surface T d’équation : z = x?y.

Soit M(x, ¥, z) un point de &et M’(—x, —y, —z) son symétrique par rapport 4 I'origine O du repére. On a:

-l1<s-x<1 -lsx<1
M (-x,-y,-2) €T < -1<-y<1 — -1<sy<l < M, p2)eT
—z=(=x?(-y) =xy

I'origine O du repeére est centre de symétrie de T.

2. Intersections de la surface T avec des plans paralléles au axes.
a. Déterminer la nature des courbes d’intersection de T avec les plans paralléles au plan (xOz).

Les plans paralléles au plan (xOz) sont les plans P;. d’équations: y = k avec k € R.

1%F cas : k €] —0o;—1[U]1; +00[
farer)

2% cas: ke[-1;1]

T NPy apour équations : {

‘ T NPy estdonc un arc de parabole

b. Déterminer la nature des courbes d’intersection de T avec les plans paralléles au plan (yOz).

Les plans paralléles au plan (yOz) sont les plans P’;. d’équations : x = k avec k € R.

1%F cas: k €] — 0o;—1[U]1; +00[
is)

2¢cas: ke[-1;1]
TP’} apour équations : { -1< yzs 1
=

‘ T NPy est donc un segment.

3. Intersections de la surface T avec les plans paralléles au plan (xOy) d’équation z = k, avec k € [0,1].
Pour k € [0,1], désignons par ITj le plan d’équation z = k.

a. Déterminer I'intersection de la surface T et du plan d’équation z = 0.

-l<x<l1 -l1<sxs<1
P “lsy<1 , -1<sy<1
TnIlp a pour équations : 220 ; C'est-a-dire : 220
x2y=0 x=0o0uy=0

l'intersection de la surface T et du plan d’équation z = 0 est r'rnpylouL L, J,
J’ sont les points de coordonnées respectives: (1,0,0), (-1,0,0), (0,1,0),
(0,-1,0).

b. Pour k > 0 on note K le point de coordonnées (0,0, k). Déterminer, dans le repere (K;7, ), 'équation de la courbe
d’intersection de T et du plan d’équation z = k.
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. . 4 . _ ) lsxsl
Soit M(x, y, k) un point du plan d’équation z = k avec: { 1<y<1
Ona:OM =x7+y]'+k%=x'i+yf+0—K>;donczlm=1<—0)+(m)=x7+yf.
Le point M a donc pour coordonnées (x, y) dans le repere (K;7,7). De plus:

MeT < x’y=k <= y:ﬁ

x2
Dans le repere (K;7, 7), la courbe d’intersection de T et du plan
-1<sx<1
d’équation z = k a pour équations : -Isy ks 1
Y e

c. Tracer I'allure de cette courbe dans le repére (K; 7, j'). On précisera en particulier les coordonnées des extrémités

de I'arc.

Dans I'équation obtenue en 3.b., pour y = 1, nous obtenons : x = Vk ou x = —Vk; pour x = 1 ou x = —1, nous
obtenons: y = k. Les extrémités des deux points de la courbe sont les points de coordonnées ( \/E, 1), [— \/E, 1), 1,k
et (—1,k).

1
La figure 14 représente la courbe cherchée pour k = 3

FIG. 14 — Intersection de T et du plan d’équation z = k.

4. On note (D) le domaine formé des points du cube unité situés sous la surface T.
(D) ={M(x,y,2) € SavecO<s x<1;0< y < l;Oszsxzy;}

a. Pour 0 < k <1, le plan d’équation z = k coupe le domaine (D) selon une surface qu’on peut visualiser sur le
k

graphique de la question 3.c.. C'est I'ensemble des points M du cube unité de coordonnées (x, y, z) tels que y = — et
X

z=k
Calculer en fonction de k, I'aire S(k) exprimée en unité d’aire, de cette surface.

Lintersection du domaine (D) avec le plan d’équation z = k est colorié en jaune sur la figure 14. Cette région est la
région du premier cadran comprise entre la droite d’équation y =1 et la courbe étudiée en 3.b.; on en déduit que :

1 —_—
=1+k-2Vk.

k
x+—
X1 Vk

= : dx =
S(k) = 1- —dx=
(k) f\/E 5 dx

S(k)=1—2\/E+k=(1—\/E)2
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b. On pose S(0) = 1, calculer en unités de volume, le volume V du domaine (D).
1

On rappelle queV=f S(k)dk.
0

1 4.3 1 ,]! 4 1
Onadonc:V=[ S(k)dk=|k—=-kz +=-k =1-=—+-.
0 3 2 0 3 2

XXIII Antilles Guyane juin 2002

Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé direct [O; or ,(Tf ) (unité graphique : 4 cm).
1. On considére les points A, B, C, D et E d’affixes respectives :
. . iz
zpa=e 6; zg=e 3 ; zc=-1; zZp=-i et zgp=e€e 6.

a. Faire la figure.

W
~

/7

ANV

LEINAN

b N

F1G. 15— Réponse a la question XXIII.1.a.

b. Montrer que EA = ED et que EB = EC. Montrer que (OE) est la médiatrice du segment [AD] et du segment [BC].

i ‘I 3 1 3 1
Ona:FA=|zy—zg|=|e'6 —e "5 |= £+—i - i——i =|i|=1;
2 2 2 2
o 3 1 3 1
ED=|ZD—zE|=‘—i—e_l€’= —i— i——l —i—— =1;
2 2 2 2
Déterminons EB et EC.
Méthode normale
j 2n ;I 1 3 3 1 1
EB=|z5—zpl=|e! 3 —e ‘3(= L (Bl =—([—\/§—1)+i(\/§+1));
2 2 2 2 2
3+1 6+ v2
donc:EB = v3 |— +1|=\/_7
2 2
2
, 31 3+2 1 V3+2)° 1
EC=|zC—zE|=‘—l—e_l% =|-1- i——i = —\/_ +-i|= u+—;
2 2 2 2 4 4
2
doi: BC V3+4v3+a+1  Ve+2v6v2+2 \(VE+V2)T B+ 2
ou: = = = =
2 2 2 2
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Méthode astucieuse
j2n iz FR jon _jom . bl
EB:|ZB—ZE|:e 3 —e 6‘: 4| x|e"12 —e 12‘:251HE;
in —il j5m jIm _;Tm L . 7 . bom
EC=|ZC—zE|= e’ —e ‘6|=le2|xle"12—-e "12|=2sin— =2sin|{n—-—|=2sin—;
12 12 12

Les affixes des points A, B, C, D et E sont toutes des nombres complexes de module 1, donc: OA=0B=0C=0D =0E =
1.
Ona:EA=1=EDetOA=1=0D;donc:

‘ la droite (OE) estla médiatrice du segment [AD]. ‘

_Ve+ V2
==

Ona:EB =ECetOB=1=0C;donc:

‘ la droite (OE) est la médiatrice du segment [BC]. ‘

c. Déterminer les points K et L images respectives de A et de B par la translation t de vecteur OI . Placer les points
K et L sur la figure.

La translation de vecteur OI a pour écriture complexe : z’' = z + 1.
i ;21
Les affixes zi et z;, des points K et L vérifientdonc: zg =zp +1=1+e’5 etz =zg+1=1+e’ 3.

K et L sont les points d’affixes respectives 1 + e

I

JU

n j2n
6etl+e 3.

2. On considere I'application F qui a tout point M d’affixe Z associe le point M’ d’affixe :

1 3= =
7' = (5 -1 %—) Z; ouZ désigne le conjugué de Z.

a. Justifier I'égalité F = RoS ou1 S est la réflexion (ou symétrie axiale) d’axe (OI) et R une rotation dont on précisera
le centre et I'angle.

S a pour écriture complexe : z' = Z.

Ona:l—iﬁ=cos[—g)+isin(—g)=e_%.

2 2
. , n L , (1 VB
La rotation, R, de centre O et d’angle -3 a donc pour écriture complexe : z' = STl |7
1 3|
On en déduit que Ro S a pour écriture complexe : z’ = (5 -1 T\/_) z.

Les applications F et Ro S ont la méme écriture complexe, donc :

[F=res]

b. Montrer que F est une réflexion dont on précisera I'axe.

F a une écriture complexe de la forme : z’ = az + b; donc F est une similitude indirecte.
T —
Pourz=0,0ona:z =e " 30=0; doncO est un point fixe de E

F est une similitude indirecte.
1 _x  _n ox .
Pourz=zg,ona:z =e 3e 6 =e 3eb6 =e 6 =z ; donc E est un point fixe de E

La similitude indirecte F laisse invariant les points O et E, donc :

s
6

F est la réflexion d’axe (OE).

3. Soit G I'application qui, a tout point M d’affixe Z associe le point M” dont I'affixe z” définie par la formule :

Déterminer une application T telle que : G = T oF. En déduire que G est un antidéplacement.

F est une réflexion, c’est donc une transformation égale a sa réciproque2 on en déduit que :
ToF=G > ToFoF 1=GoF! < Told=GoF! <  T=GoF.
Donc I'application T existe et c’est 'application GoF.

_n_ _n_
G et F ont respectivement pour écritures complexes: z'=e 3z+1 et z' =e 37%;
_n( _n_ _x x .
donc T a pour écriture complexe : z' =e~3 (e 3 z) +1=e"3e3z+1=2z+1; cest-a-dire:
!
z =z+1.

On reconnait I'écriture complexe de la translation t, donc :

=1

Ona:G=ToF; doncG estla composée de la réflexion E qui est un antidéplacement, par la translation T, qui est un
déplacement, donc :

G est un antidéplacement.

2Une transformation égale a saréciproque est dite involutive on dit aussi que c’est une involution.
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XXIV Polynésie juin 2002
n est un entier naturel supérieur ou égal 4 2.
1. Montrer que n et 2n+ 1 sont premiers entre eux.

Ona:(2n+1)x1+nx(-2) =1;donc, d’apres I'identité de BEZOUT-BACHET:

‘ net2n+ 1 sont premiers entre eux. ‘

2. Onposea=n+3etPp=2n+1, etonnoted le PGCD dea et .
a. Calculer 2a —f et en déduire les valeurs possibles de §.

|2a-p=2(n+3)-@n+1 =5|

Les entiers naturels diviseurs de 5 sont : let 5. § divise a et § donc § divise 2a—f on en déduit que: 5 =10ou d =5.
Deplus,pourn=2,ona:a=pf=5etd=5;pourn=3,0ona:a=6,p=7etd=1;

6=1 ou 6=5|.

b. Démontrer que a et sont multiples de 5 si, et seulement si, (n —2) est multiples de 5.

Si (n—2) est multiple de 5 alors (n—2) +5 et 2(n—2) + 5, c’est-a-dire a et 8, sont également multiples de 5.
Réciproquement, si a et § sont multiples de 5 alors f — «, c’est-a-dire (n —2), est également multiple de 5.

« et f sont multiples de 5 si, et seulement si, (n —2) est multiples de 5.

3. On considére les nombres a et b définis par :
a=n’+2n*-3n
b=2n’-n-1.
Montrer, aprés factorisation, que a et b sont des entiers naturels divisibles par (n—1).

Ona:a=n+2n®-3n=n-n?+3n*-3n= (n—l)(n2 +3n)=nn+3)(n—-1)
eth=2n’-n-1=2n-2n+n-1=mn-12n+1).
Onsaitque: n=2;doncn, n+3, n—1,2n—1 sont des entiers naturels ; par conséquent :

a et b sont des entiers naturels divisibles par (n —1).

4. a. Onnoted le PGCD de n(n +3) et de (2n+1). Montrer que § divise d, puis que 6 = d.

Ona:3=PGCD (n+3;2n+1);donc d est un diviseur commun a n(n +3) et (2n + 1), et divise donc leur PGCD :
d divise d.

d divise (2n+1) et (2n+ 1) est premier avec n (cf. 1.) donc d est premier avec n.
d divise n(n + 3) et est premier avec n donc, d’apres le théoreme de GAUSS, d divise (n + 3).
d est un diviseur commun a (n+3) et (2n + 1), il divise donc leur PGCD : d divise 8. d et 8 sont deux entiers naturels

se divisant mutuellement donc :

b. En déduire le PGCD, A, de a et b en fonction de n.

Ona:A=PGCD(a,b) =PGCD (n(n+3)(n-1),(n-1)2n+1)) = (n-1)PGCD (n(n+3),2n+1)) = (n-1)d = (n—-1)d.
Il ne reste plus qu'a déterminer d en fonction de n.

D’apres 2.b., lorsque n — 2 est multiple de 5 alors a et f sont multiples de 5 et, d’apres 2.a., § =5.

Lorsque n —2 n'est pas multiple de 5 alors « et § ne sont pas multiples de 5 et, d’apres 2.a., = 1.

On en déduit que :

n-1 , si n—2 n’est pas multiple de 5;

5(n—1) ,sin-2estmultiple de5.

c. Application: Déterminer A pour n =2002.
Déterminer A pour n = 2003.

Pour n =2002, ona: n—2 =2000 et 2000 est multiple de 5, donc: A =5(n—1) =5 x 2001.
| Pourn=2002:A =10005. |

Pour n =2003, ona: n—2=2001et 2001 n'est pas multiple de 5, donc: A = (n—1) = x2002.
| Pour 1 = 2003 : A = 2002. |
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	I Nouvelle Calédonie mars 2007
	1.
	2.
	3.
	a.
	b.

	4.
	a.
	b.
	c.


	II Pondichéry avril 2007
	1.
	2.
	a.
	b.
	c.


	III Pondichéry avril 2006
	1.
	2.
	a.
	b.
	c.

	3.
	a.
	b.


	IV La Réunion juin 2006
	Partie A
	1.
	2.
	3.
	4.
	a.
	b.


	Partie B
	1.
	2.
	3.


	V France juin 2006
	Partie A
	1.
	2.

	Partie B
	1.
	2.
	a.
	b.

	3.
	a.
	b.

	4.


	VI Centres étrangers 1 juin 2006
	Partie A
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.

	Partie B
	1.
	2.
	a.
	b.
	c.



	VII Asie juin 2006
	Partie A
	1.
	2.
	a.
	b.


	Partie B
	1.
	2.
	a.
	b.

	3.
	a.
	b.
	c.



	VIII Amérique du nord juin 2006
	1.
	a.
	b.
	c.

	2.
	a.
	b.

	3.
	a.
	b.

	4.

	IX Antilles Guyane juin 2006
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	a.
	b.
	c.

	6.
	a.
	b.


	X Polynésie juin 2006
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.

	XI Polynésie juin 2005
	1.
	2.
	3.
	a.
	b.

	4.
	5.

	XII Amérique du sud novembre 2004
	1.
	2.
	3.
	a.
	b.
	c.

	4.
	a.
	b.


	XIII Amérique du nord juin 2004
	1.
	a.
	b.
	c.

	2.
	a.
	b.
	c.

	3.
	a.
	b.


	XIV Centres étrangers 1 juin 2004
	1.
	2.
	3.
	a.
	b.
	c.

	4.

	XV La Réunion juin 2004
	1.
	a.
	b.
	c.

	2.
	a.
	b.
	c.
	d.

	3.

	XVI Nouvelle Calédonie novembre 2004
	1.
	a.
	b.

	2.
	a.
	b.
	c.

	3.
	a.
	b.

	4.

	XVII Polynésie septembre 2004
	1.
	a.
	b.
	c.

	2.
	a.
	b.

	3.
	a.
	b.
	c.
	d.


	XVIII Pondichéry avril 2004
	1.
	2.
	a.
	b.
	c.

	3.
	4.

	XIX Nouvelle Calédonie novembre 2003
	1.
	a.
	b.

	2.
	a.
	b.
	c.


	XX France septembre 2003
	1.
	a.
	b.
	c.
	d.
	e.

	2.
	a.
	b.


	XXI La Réunion juin 2003
	1.
	2.
	3.
	a.
	b.
	c.

	4.
	a.
	b.


	XXII Centres Étrangers I juin 2003
	1.
	a.
	b.

	2.
	a.
	b.

	3.
	a.
	b.
	c.

	4.
	a.
	b.


	XXIII Antilles Guyane juin 2002
	1.
	a.
	b.
	c.

	2.
	a.
	b.

	3.

	XXIV Polynésie juin 2002
	1.
	2.
	a.
	b.

	3.
	4.
	a.
	b.
	c.



